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Nichts fördert den Fortschritl des geometrischen Studiums 
eines Schülers mehr, als das selbständige Auflösen von Aufgaben, 
indem theils die gefundene Construction dem Gedächtnisse sich 
stärker einprägt, theils durch die Erfindungsfreude das wissen- 

» 

schaftliche Interesse erhöht wird. 

Zu diesem Ende bedarf es aber eines Vorbildes Ton ange- 
messener Art. Für die geradlinigen Figuren bieten die Verwand- 
lungen der Flächen, deren Grenzen und dieTheilungen derselben 
allerdings vielfachen Stoff; allein die Eigenschaften des Kreises — 
dieser ersten und einfachsten aller krummlinigen Figuren > — haben 
noch mehr Ansprechendes und verdienen daher, als ein zweites 
Stadium, vorzugsweise Berücksichtigung. 

Um das erwünschte Ziel zu erreichen, schien es mir nun 
zweckmässiger, der analytisdien Behandlung die constructive Lösung 
vorangehen zu lassen , da der Anfanger lieber construirt als rechnet. 

Sobald nun der Schüler die einzelnen Fälle dieses Problems 
in sich aufgenommen hat, wird es für ihn zweckmässig sein, den 
einen oder anderen leichteren Fall des complicirten Apolloniani- 
schen Problems selbständig aufzulösen und zwar zunächst wieder 
auf Irein constnictivam Wege, sodann aber zu dem analytischen 
Verfahfien zu schreiten, vorausgesetzt, dass der leitende Lebrer 
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seinen Carsus schon bis über die Construction der Gleichungen 
fortgeführt hat. 

Der Verfasser hat seit einer Reihe von Jahren seine Schüler 
bevor die Aehnlichkeitstheorie erklärt war, das Berührungsproblem 
analysiren und auflösen lassen und dabei die erspriesslichsten Fort- 
schritte wahrgenommen; in den höheren Classen ward dann, nach 
Absolvirung des Abschnittes von der Proportion und Aehnlichkeit 
der Figuren, das Problem des Apollonius constructiv durchgeführt; 
jedoch meistens nur so weit, dass die Schüler, mit den Hülfs- 
sätzen vertraut, das Üebrige zum Privatstudium in den Ferien 
machten. Bei der Anwendung der Algebra auf die Geometrie in 
den oberen Classen wurden wieder mehrere Berührungsaufgaben 
erläutert und das Weitere dem Privatfleisse. überlassen. 

Möge nun diese kleine Schrift, an welche sich eine andere 
von Hellwig*) sehr gut anschliesst, beitragen, die Liebe zur 
Geometrie zu fördern und dem Selbstudium einen neuen Impuls 
geben ! 

Blankenburg, im Januar 1857. 



n^« Jßerkhan. 



*) Das Problem d«8 Apoltonios etc. 
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r appus, ein griechischer Mathemaüker der Aleiandrim- 
schen Schule, lebte im vierten Jahrhundert nach Christi Geburt 
und Idirte die Mathematik zu Alexandrien. 

Die Bücher des Euklides und ApoUonius — des grossen 
Geometers — commentirte er mit vielem Scharfsinne und seinen 
Schriften verdanken wir die meiste Aufklärung über die Geschichte 
der griechischen Mathematiker. 

Das zusammengesetztere Apollonianische Problem von den Be- 
rührungen (tccqI e7iaq>div)r worüber ApoUonius zwei Bücher ge- 
schrieben hatte, die aber leider verloren gegangen sind, verein- 
fachte Pappus dadurch, dass er nur zwei Elemente von Puncten, 
Geraden und Kreisen als gegeben annahm, wodurch dasselbe we- 
sentlich leichter ausfiel und jenem zur Vorbereitung dient. 

Die Aufgabe des Pappus lautet: 

„Wmn von Punetm, Geradm und Kreisen irgend, zwei in 
derselben Ebene der Lage nach gegeben sind, einen Kreis von ge- 
gebenem Halbmesser zu beschreiben, welcher die gegebenen Puncte, 
Geraden oder Kreise berühre" 

Diese allgemeine Aufgabe begreift sechs besondere unter sich. 
Es können nämUch gegeben sein: 

1) zwei Puncte . P, P 

2) ein Punct und eine Gerade Pi G 

3) ein Punct und ein Kreis P, K 

4) zwei Gerade G, G 

5) eine Gerade und ein Kreis G^ K 

6) zwei Kreise Jf ; JT. 

Dass hier nicht mehr Fälle möglich sind, folgt aus dem be- 
kannten Gesetze der Combinationslehre, gemäss welchem die An- 

Berkhan, Prokkm des Pappw. 1 



— 2 — 

zahl aller möglicheii Combinationsformen zur Ciasse 2 aus 3 un- 
bedingt wiederholbaren Elementen, nämlich: 

C[l, 1, 2, 2, 3, 3] = ^^T-^ = (J sein muss, 

indem allgemein für n Elemente 

hu, in) = !i^?4-L> ist. 

Die einzelnen Combinationen sind: 

11; 12; 13; 22, 23; 33. 
Aus der Kreislehre werden folgende Lehrsätze als bekannt 
vorausgesetzt : 

1. Ein Perpendikel auf des Kreises Halbmesser durch des- 
sen Endpunct im Umkreise liegt mit allen übrigen Puncten ausser- 
halb des Kreises ; jede andere durch denselben Endpunct gezogene, 
gegen den Halbmesser schief gerichtete Linie schneidet den Kreis. 

2. Ein Perpendikel auf die Tangente im Berührungspuncte 
geht durch des Kreises Mittelpunct. 

3. Ein Perpendikel aus dem Mittelpuncte des Kreises auf 
eine ihn Berührende gefällt, trifft den Berfihrungspunct. 

4. Der nach dem Berührungspuncte einer Tangente gezogene 
Halbmesser steht auf dieser senkrecht. 

5. Die Stücke zweier sich schneidenden Tangenten, weiche 
zwischen dem Durchschnittspuncte und den Berührungspuncten 
liegen, sind gleich gross. 

6. Bei zwei sich berührenden Kreisen liegen die Mittel- 
puncte und der Berührungspunct in einer geraden Linie. 

7. Stehen die Mittelpuncte zweier Kreise um die Summe 
ihrer Halbmesser von einander ab, so berühren sich die Kreise 
von aussen; und stehen sie um die Differenz der Halbmesser von 
einander ab, so berührt der eine Kreis den andern von innen. 



Ber §^eometrlsGlie Ort. 

In Beziehung auf eine Ebene versteht man unter einem geo- 
metrischen Orte jede gerade oder krumme Linie, oder 
auch eine Fläche, in welcher ein gesuchter Punct liegen muss, 
xm einer Bedingung Genüge zu leisten. $o ist z. B. bei einem 



gteicluifdieiikligeii Dreiecke das PerpeiidikieL durch die Mitte der 
Basis ein Ort für die Spitze aller auf dieser möglichea gleicb^ 
jgchenkligen Dreiecke. Ebensa ist der geometrische Ort eines 
Punctes P, dessei» Abstand oder Eotfemang von einer Geraden ge- 
ff^eyk ist, eine mit dieser parallel gezogejie Linie in dem gege- 
lienea Abstände. 

Soll ein Punct bestimmt werden, welcher von einem gege^- 
bellen A , eine bestimmte Entfernung =r a hat , so beschreibe man 

■ 

mit dem Halbmesser AB = a um Ä einen Kreis; die Peripherie 
ist der gesuchte Ort. 

Wollte man in ekiem gleichseitigen Dreiecke denjenigen Punct 
haben, aus welchem Perpendikel auf die drei Seilen gefallt, die 
Summe derselben dem Höhenperpendikel des Dreiecks gleich sei: 
so würde jeder in dem Dreiecke angenommene Punct das Verlangte 
leisten und ist also die gesammte Fläche des Dreiecks der geo- 
metrische Ort für solchen Punct. 

Zwei sich schneidende Oerter bestimmen die feste Lage eines 
giQluphten Punctes, vorausgesetzt, dass nur ein Durchschnitt statt- 
findet. Berührt ein Ort den andern, so giebt es ebenfalls nur 
einen Punct. Findet bei der Bestimmung eines Punctes kein 
DiirdiBchnitt seiner geometrischen Oerter statt, so ist dies ein 
sicheres Zeichen, dass die Aufgabe unmöglicli ist. 

Dieses wird hinreichend sein die folgenden Auflösungen ge- 
höi^if zu verstehen. 

1. Aufgabe, P.P. 

"Es sind gegeben zwei Puncte; man soll einen Kreis beschrei- 
be» von gegebener GrOsse d, h. mit gegebenem Halbmesser , der 
durch diese Puncte geht. (Fig. 1 .) 

Auflösung. 

Es seien Ä und B die gegebenen Puncte und die Linie r der 
gegebene Halbmesser. 

Da nun ^ auf AB durch deren Mitte C gezogene Senkrechte 
ilfiV der geometrische Ort für die Centra aller derjenigen Kreise 
ist, welche durch die Puncte A und B gehen; so ist der Mittel- 
p«nct des fesuchten Kreises kM gründen , indeni man nur nöthig 
l^at, .a«s A X^iev £) piit der gegebene» Radiusw^te AD ^ r um 
.4 einen i^s «u beschreiben, wekber di& Senkrechle in ß uad ß 
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schneide. Der aus D (oder E) mit r beschriebene Kreis ÄBF 
(oder äBG) ist der gesuchte. 

Beweis. Man ziehe AD, BD, so ist einleuchtend, dass 
A ÄCD ^ A DGB sei, folgUch ist Di = ÖÄ = r. 

Discussion. Die Auflösung ist nur so lange möglich, als 
r^^AB oder r = ^AB ist; in diesem Fall ist der Kreis ein Mi-* 
nimum; sie wird jedoch unmöglich, sobald r<^iB. Ist daher 
r>|i0, so leisten immer zwei der Lage nach verschiedene Kreise 
das Veriangte. 

II. Anfgalie« F, 6. 

Es ist gegeben ein Punct und eine Gerade; man sott mit 
dem gegebenen Halbmesser einen Kreis beschreiben, welcher die 
Gerade berührt und durch den gegebenen Pimct geht. (Fig. 2.) 

Auflösung. 

Sei A der gegebene Punct und BC die Gerade ; dann können 
zwei Fälle stattfinden: es liegt entweder A in der Geraden BC, 
oder ausserhalb derselben. 
Fall 1. Der Punct A liege in BC. 

Im Puncte A errichte man ein Perpendikel AF auf BC und 
verlängere dasselbe nach der entgegengesetzten Seite. Alsdann 
mache man AD ^ AE = dem gegebenen Halbmesser r. Wird 
nun um D mit DA der Kreis AHF, und um E mit EA der Kreis 
AIG beschrieben, so leistet jeder von ihnen das Verlangte (Satz 1}. 
F a 1 1 2. (Fig. 3.) Der Punct A liege ausserhalb BC. 

In BC nehme man willkürlich einen Punct C, erricBte auf 
BC und zwar auf der Seite, wo i liegt, ein Perpendikel Cff, nehme 
auf demselben CDt=r und ziehe DF{\BC, so ist DF ein Ort für 
den gesuchten Mittelpunct. Ferner beschreibe man um A mit dem 
gegebenen Halbmesser r =: AE einen Kreis EFI, so ist dessen 
Peripherie wieder ein Ort für den gesuchten Punct; dieser Kreis 
möge nun die Parallele DF in E und F schneiden : dann kann 
sowohl E als F der Mittelpunct des gesuchten Kreises sein. 

Beweis. Man falle aus E das Perpendikel EG wf BC*, so 
ist GE H CD und folglich EG = CD =i r. Demnach berührt der 
um E mit EG beschriebene Kreis GIA die Gerade BC (Satzl). 
Da aber auch E im Umkreise von FEI liegt, so ist EA = EG ^ r, 
daher geht der um B beschriebene Kreis durch den Punct A und 
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erffillt somit beide Bedingungen. Ebenso folgt, dass ein zweiter 
Kreis um F beschrieben, dasselbe leistet 

Discussion. Für den ersten Fall ist die Aufgabe allemal 
möglich und giebt es immer zwei Kreise, welche derselben Genüge 
leisten. Für den zweiten Fall bemerke man Folgendes: Schneidet 
der um A mit r beschriebene Kreis die Parallele nicht und be- 
rührt er auch die DF nicht , so ist die Auflösung unmöglich. Be- 
rührt jener Kreis die Parallele, so findet nur ein Kreis statt 
Ausser diesen Fällen lösen immer zwei Kreise die Aufgabe. 

III« Aufgabe. P, K. 

Es ist ^€gtbtn ein Punet und ein Kreis; man soü mit dem 
Halbmesser r einen Kreis beschreiben, welcher durch den Punct 
gekH und den Kreis berührt 

Auflösung. 

Man kann hier zwei Hauptfalle unterscheiden: 

]. wenn der Punct Ä ausserhalb des Kreises 
liegt(Fig,4). 

a) BGH sei der gegebene Kreis und Ä der gegebene 
Punct. Aus A besehreibe man mit AE^r den Kreis EIF^ so 
ist seine Peripherie der geometrische Ort für das Centrum des 
gesuchten Kreises. Man ziehe aus dem Centro C des gegebenen 
Kreises willkürlich eine Gerade CD und mache BD=sr, Alsdann 
beschreibe man um C mit dem Halbmesser CD den Kreis DKF, 
welcher jenen in F und K schneide ; aus F beschreibe man end- 
lich mit FA den Kreis GAI, dieser ist der gesuchte. Ein zweiter 
Kreis um K mit KA beschrieben leistet dasselbe. 

Beweis. Man ziehe CF, Da nach der Construction CFss 
CD SS der Summe der Halbmesser des gegebenen und des ge- 
suchten Kreises ist, und jeder Punct F im Umfenge des um A 
mit r beschriebenen Kreises Mittelpunct des Kreises sein kann^ 
der durch A geht ; so ist FG == FA. Da nun CF der Abstand der 
Centra der Kreise BGH und GAI ^ ^CG + GF, also der Summe 
ihrer Halbmesser gleich ist: so benlhren diese Kreise einander 
von aussen (Satz 7). Dasselbe gilt von dem zweiten um K be- 
schriebenen Kreise. 

ß) Nachdem wie zuvor um A (Fig. 5) mit AE zsi r der Kreis 
EIF besohrieben worden, ziehe man aus dem Ceuiro C des g»» 
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gebenen Kreises eine unbesUmmte Gerade CR , madbe CM =£ dem 
Unterschiede der Halbmesser der beiden Kreise um C und A^ d. i* 
CM s= r — CG und beschreibe um C mit CM einen concentrischen 
Kreis Mi\0, Dieser schneide den um Ä beschriebenen in N und 
0; wird alsdann aus jedem dieser Puncie mit r ein Kreis be- 
schrieben, wie z.B. der aus N mit der Weite ATi, der Kreis APQ^ 
so geht dieser durch den Punct A und berührt den gegelMOen 
einschliesslich. 

Beweis. Durch die Mittelpuncte N und C beider Kreise 
ziehe man den Radius NP, so ist die Centrale CN ss NP — CP 
= r — CGy also •= dem Unterschiede ihrer Halbmesser, folglich 
muss der eine Kreis den andern von inkien berühren (Satt- 7). 

2. Der Punct A liege (Fig.6) innerhalb des ge^ 
gebenen Kreises PQS, dessen Mittelpunct C und dessen Ra<- 
dius CQ =^ R sei. 

Man schneide von CQ = Ä ein Stück BQ = r ab und be- 
schreibe mit CB =^ R — r aus C den concentrischen Kreis BDE, 
Darauf beschreibe man um A mit dem gegebenen Halbmesser r 
einen Kreis DEF\ schneidet nun dieser den concentrischen Kreis 
in dea Puncten D und JS, so ist jeder von diesen Mittelpunct des 
gesuchten Kreises. Z. B. der um B mit EA tss r beschrieben« 
Kreis DAP geht durch A und berührt den gegebenen Kreis in 
einem Puncto P, welcher in der verlängerten CE liegt« 

Beweis. Durch die Mittelpuncte E und C beider Kreise 
ziehe man den Radius CP; so ist die Centrale CE ^= CP — EP 
sr A-— r. Demnach muss der um E mit EP =s r bescbriebene Kreis 
den gegebenen um C in P berühren (Satz 7). Da aber auch E in 
der Peripherie des um A mit AE^r beschriebenen Kreises liegt, 
so geht offenbar jener Kreis um E auch durch den Punct A, 
Dasselbe gilt auch von dem zweiten Kreise AES^ dessen Mittel« 
punct Z> ist und der den gegebenen in S berührt — dem Bnd* 
pnacte des Halbmessers CHS, 

Diseussion. 1) Für den Fallt wo der Punct A iti der 
Peripherie des gegebenen Kreises liegt, kann sowohl eine Be- 
rührung von aussen, als auch von innen stattfinden. Ist der Halb- 
messer des gegebenen Kreises sr R und ist r der des gesvefatcn ; 
so wird für r=fi allemal eine Berührung von aussen und für 
r^X eine solche von innen stattfinden^ mdem sidi fOr A re r die 
Kreise decken, also keine eigentliche Berührung mehr besiebt. 
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2) Unmöglidi kann die Aufgabe werden, wenn der Ponct A 
avsserhaib des gegebenen Kreises liegt und dann die Centrale 
CA>R + 2r ist; denn so lange der um C mit CD = A+r be* 
scbriebene Kreis den um i mit r beschriebenen weder schneidet 
noch berührt, haben die beiden geometrischen Oerter keinen 
Durchschnitt. Findet die Berähr\^ng derselben statt, d.h. ist CA 
:=t9jl+2r, so giebt es offenbar nur einen Kreis, welcher die Auf* 
gäbe löst. 

3) Wenn der im Isten Hauptfalle ß) voriger Aufgabe um C 
mit Aet Differenz der Halbmesser (r — Jl) beschriebene concen* 
trische Kreis (Fig. 5) den um A mit r beschriebenen in einem 
Puncte N berührt, so wird auch der um N mit r beschriebene 
Kreis den gegebenen in P einschliessend berühren, da hier als- 
dann die Gerade PCNA =^ R + r — Ä+r = 2r ist. Findet in 
diesem Fsdle keine B<irührung des concentrischen Kreises mit dem 
um A beschriebenen statt, oder ist die Centrale CA>2r — A, so 
wird ein solcher Kreis unmöglich. 

4) Berührt dei^ (im 2tett Hauptfalle) um A beschriebene Kreis 
den concentrischen um C in einem Puncte D , so ist D Mittelpunct 
eines Kreises , welcher durch A geht und den gegebenen von innen 
berührt. Falls aber der mit r um A beschriebene Kreis den con«^ 
centrischen weder schneidet noch berührt, so wird die Aufgabe 
wieder unmöglich. 

IV« Auffabe. G, G. 

Es sind %wei Gerade der Lage nach gegeben; man soll mit 
gegebenem Halbmesser r einen Kreis beschreiben^ wdehir die Ge- 
raden berührt. 

Auflösung. 

Es sind hier nur zwei verschiedene FiUle mögUch: die ge- 
gebenen Linien sind entweder convergirend, oder parallel. 

1. AB und CD (Fig. 7) seien die beiden gegebenen c^n- 
vergirenden Linien und F deren Durchschnitt. In AB nehme man 
willküriich einen Punct JT, errichtie KL seidirecht auf ABy verlängere 
KL nach / wid mache KL^KI ^ dem gegebenen Halbmesser r. 
Durch £ und / ziehe man LMWAB^01J\ so ist LM der geo- 
metrisdie Ort iur das Centrum des Kreises, welcher die AB be- 
rührt^ sowie OV der Oft auf entgegengesetzte*' Seite» Ebenso 
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nehme man in CD beliebig den Punct fif, mache EH senkrecht 
auf CD und nehme GS = GH ss r. Durch £, H ziehe man imt 
CD die Parallelen PX, MH, so sind diese Linien die Oerter für 
den Mitte]punct des gesuchten Kreises. Schneiden sich nun die 
Oerter OU^ PX in U^ so ist U der Mitteipunct des gesuchten 
Kreises. Diesem Kreise entspricht ein zweiter, dessen Centrum M 
der Durchschnitt der Oerter IJf , OM ist. Auf der entgegen* 
gesetzten Seite sind ausserdem zwei andere, jenen gleiche Kreise 
möglich, deren Centra und Q durch den Durchschnitt der Oer- 
ter OU und MH sowie ML und PX entstehen. Somit finden unter 
allen Umständen bei zwei convergirenden Geraden stets vier Be* 
rührungskreise statt, da die senkrechten Radien UV, I/IT, ferner 
OA, OT U.S.W, sämmtlich dem Abstände der Pjffallelen, d.i. 
s= r sind. 

2. Die Geraden AB, CD seien parallel. Man errichte auf 
einer von Ihnen, z. B. CD, in einem beliebigen Puncto F ein Per* 
pendikel FG, welches die andere in G treffe. Die Parallele MN 
durch dessen Mitte £, ist dann der geometrische Ort für den Mittei- 
punct des gesuchten Kreises. Ist also EF = dem gegeben^fi Halb* 
messer r, so giebt es unendlich viele einamder gleiche Kreise, 
welche der Aufgabe Genüge leisten. Ist dieses nicht der Fall, 
also EF^r, so ist die Aufgabe unmöglich. 

T. Anifsabe. ff, K. 

Es ist eine Gerade und ein Kreis gegeben ; man soll mit ge- 
gebenem Halbmesser einen Kreis besehreiben, welcher die Gerade 
und den Kreis berührt. 

Auflösung. 

Man kann hier drei Fälle unterscheiden: 

1) die Gerade liegt ganz ausserhalb des gegebenen Kreises; 

2) die Gerade schneidet den Kreis; 

3) die Gerade berührt den Kreis. 

LFall. Sei (Fig. 8) AB die gegebene Gerade und HKL 
der gegebene Kreis, dessen Miltelpkinct C ist. Man nehme in AB 
beliebig den Punct B, errichte auf ihr das Perpendikel BG=^t 
und ziehe FG Vi AB. Hierauf ziehe man aus dem Mittelpuncte € 
des gegebenen Kreises eine Gerade CKJ und setze an deh Halb^ 
messer CK die KI ^ r. Endlich besehreibe man um (7 mit l?i 
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einen coneentriscben Kreist lEF, welcher die Parallele FG in den 
Pttacten Ey F scbneide; so ist jeder von diesen MiUelpunct des 
gesoobtea Kreises. 

Beweis. Offenbar ist die in einem Abstände BG ss r mit 
AB gezogene Parallele FG der geometrische Ort för den Mittelpunct 
des Kreises, welcher die Gerade AB berührt (Satz 1). Ebenso ist 
die Peripherie EFI der geometrische Ort für jeden Kreis, welcher 
mit dem Halbmesser r beschrieben, den gegebenen Kreis KLH be- 
rühren muss (Satz 7). Wird nun FG vom Kreise lEF in E ge* 
scbnitten, so muss das Perpendikel BD auf AB=^ r sein und, zieht 
man C7£, so ist ER ebenfalls = r, daher berührt (Satz 7) der um 
B beschriebene Ki*eiB auch den gegebenen in H. Dasselbe gilt tou 
dem zweiten Durchsclinittspuncte F. Wenn aber der mit Cl aes 
CK+r um C beschriebene Kreis die FI in keinem Punkte trifll, 
so ist die Aufgabe in diesem Falle unmöglich. Wird endiidi die 
FG von dem um C beschriebenen Kreise lEF berührt, so giebt ea 
nur einen Kreis, welcher der Aufgabe Genüge leistet. 

2. Fall. Die Gerade AB (Fig. 9) schneide den gegebenen 
Kreis IIKL vom Halbmesser CK = A , in den Puncten P und Q, 
Auf AB sei BG senkrecht und gleich dem gegebenen Halbmesser 
r; durch G ziehe man GF i\ AB; so ist FG ein geometrischer 
Ort für den Mittel punct des gesuchten Kreises. Darauf be- 
schreibe man um C mit dem Radius CI= CK+KI = Ä + r, so- 
wie mit CM= CK — KM = Ä — r die concentrischen Kreise IBF, 
MNO. Wenn nun jener die Parallele FG in den Puncten E, F 
schneidet, so leisten die uin E und F mit r beschriebenen Kreise 
DBT, LWX das Verlangte. Schneidet ausserdem die Parallele GF 
auch den kleineren concentrischen Kreis M^O in den Puncten 
N, 0. so giebt es wieder zwei Kreise, welche den gegebenen von 
innen berühren, in welchem Falle also vier Kreise der Aufgabe 
Genüge leisten. Sollte die Parallele FG den innern concentrischen 
Kreis nicht schneiden, sondern berühren, so sind es drei Kreise; 
findet aber weder Durchschnitt noch Berührung statt, so lösen, 
wie im vorigen Falle, mir zwei Kreise die Aufgabe. 

Der Beweis dieser Auflösung ergiebt sich leicht aus dem Vo- 
rigen und Satz 7. 

3. Fall. Die Gerade AB berührt den gegebenen 
Kreis (Fig. 10), 
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Sei DHI der gegebene Kreis , C dessen Mitlelponct und AB 
die ihn in D berührende Gerade. Man ziehe von C durch D eind 
Gerade CB^ mache DF = DE = dem gegebenen Halbmesser r 
und ziehe durdi f die JITfif ff AB. Alsdann beschreibe man um C 
mit der Weite CE^CD+r einen Kreis EGK^ welcher jene Pa«* 
rallele in fi und K schneide, so sind F, E, ff, JC die Mittetpancte 
der gesuchten Kreise. 

Beweis. Da nach Satz 4 CDA = ADE, so muss der «m E 
mit ED i^ r beschriebene Kreis den gegebenen in D von aussen be? 
rühren und ebenso die AB, welche beider Kreise gemeinschaftUclie 
Tangente ist Der um F üiki FD^r beschriebene Kreis beröhrt 
den gegebenen in D von innen. Da ferner, wenn CG^ CK gezoge» 
werden, GH=^KI = r, so müssen (Satz 7) die um G und K mit 
r beschriebenen Kreise den gegebenen in H und / berühren und 
weil die Perpendikel aus G und JT auf ^B einander gidch und 
auch =s r sind, so berühren beide Kreise die Gerade AB. Hieraus 
folgt nun, dass in diesem Falle stets vier Kreise die Bedingungen 
erfüllen. 

AomerkuQg. Alle drei Falle lassen sich, wie man leicht sieht, unter eine 
allgemeine Auflösung bringen. 

VI. Anfgmhe. K, K. 

Es sind zwei Kreise gegeben; man soU einen Kreis mit ge- 
gebenem Halbmesser beschreiben^ welcher beide Kreise berührt. 

Auflösung. 

Die Lage der beiden gegebenen Kreise kann eine vierfache 
sein; sie liegen entweder getrennt, so dass die Centrale grösser 
als die Summe der Radien ist, oder sie schneiden sich; si^. be- 
rühren sich von aussen oder von innen, oder sie sind endlich 
concentrisch. Die Auflösung bietet nun drei Unterschiede, welche 
nach der Reihe betrachtet werden. 

1. Die excentrischen Kreise liegen getrennt, 
oder schneiden sich (Fig. 11 und 12). Seien A und B die 
Mittelpuncte der gegebenen Kreise. Man ziehe die Halbmesser AD^ 
BF, verlängere sie um BiB = fff = r, dem gegebenen Halbmesser, 
und beschreibe um A mit AE den Kreis EMN , sowie um B mit 
BG den Kreis GMN. Diese Kreise mdgen sich in den Püncten M 
und iV schneiden, so ist jeder von ihnen Mittelpunct des gesoditeik 
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Krcaseg , und zieht man die Radien AM , UM, go gind die Durch- 
gefaEDitte k und / die BerAhrunggpuncte für den mit f am Af be* 
gchriebenen Kreig. 

Beweig. Nfteh der Construct'*on igt offenbar der um A mit 
AB begdiriebene Kreis EMN der geometrische Ort für den Mittel- 
punct eines jeden Kreises vom Halbmesser r, welcher den um A 
beschriebenen berühren muss (Satz 7). Ebenso ist die Peripherie 
des um B mit BG beschriebenen Kreises der geometrische Ort fär 
jeden solchen Kreis, welcher mit dem Halbmesser r beschrieben, 
den Kreis um B berühren muss. Wenn also beide Oerter sich 
schneiden, so ist der Durchschnitfspunct der Mittelpunct des Krei- 
ses , weloher da^ tttlangte lastet. 

2. Die gegebenen Kreise berühren sich von 
anggen oder von innen. 

Die nm B und A (Fig. 13) mit den Halbmessern BD, DA 
beschriebeneB Kreise mögen sich Von aussen in D berühren. Man 
siehe die Centrale AB und verlängere sie beiderseits unbestimmt; 
man mache femer DB tu DC 2= r, so ist sowohl E als C MitleN 
fttnct eines Kreises , wdcber mit dem gegebenen Halbmesser r be-* 
schrieben, die gegebenen Kreise in dem Puncte D berührt. 

▲ugger diesen beiden Kreisen* giebt es aber nech zwei andere, 
vrekhie der Aufgabe genügen und die gegebenen Kreise ausgchUesH 
send berühren. Um ihre Mittelpnncte F und 6 zu finden, be- 
schreibe man um B und A mit den Halbmessern BC und AB die 
concentrischen Kreise CFG und GBF (die geometrischen Oerter 
der gesuchten Mitte]puncte nach dem vorigen Falle 1). Dann sind 
die Durchschnitte F und G diese Puncte. 

Berühren sich die gege*betien Kreise (Fig. 1 4; von den Halb- 
messern AD, BD von innen in 0, so verlängere man wieder die 
Centrale AB zu beiden Seiten. Nimmt man nun DB = r, so be- 
rührt der um E beschriebene Kreis die gegebenen in D von 
Masel»; macht man D(7e= r« so muss der um C mit r beschrie- 
bene Kreis die gegebftaefl einscliliessend in D berühren, welches 
sieh aus Satz 7 sehr leiMdit ergiebt. 

3) Die gegebenen Kreise seien concentrisoh. 
(Fig. 1*.) 

Aus dem gemeraaohaftlicben Jlittetputicte i sei der grossere 
dar gegebenea Kreia^ knit dem HaliNHesaer AC, der kleinere mit 
AB beschrieben. . . 
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Eine Berührung beider Kreise durch einen dritten ist nur 
auf zweifache Weise möglich. Es muss nämlich der gegebene 
Halbmesser entweder der halben Differenz der Halbmesser dieser 
concentrischen Kreise, oder der halben Summe derselben gleich 
sein, also entweder = ^(iC— k4B) = CD, oder = ^(AC+AB) 
3= D'Cy wovon der Grund leicht in die Augen fiilt. 



Vlrareiternng dieses Piroblenui. 

Das Problem de» Pappus ist noch einer Erweiterung fUitg, 
welche darin besteht , dass ein Element mehr unter die Data auf- 
genommen wird und dann je drei Stücke gegeben sind, nämliob 
Punct, Gerade und Kreis. Hierbei ist jedoch die ausdrückliche 
Bedingung, dass wenigstens ein Punct in allen Fällen gegeben sein 
muss, der aber nie abgesondert oder frei, sondern entweder in der 
Geraden, oder in der Peri[dierie eines Kreises liegen soll. Ausser- 
dem wird die vorige zweite einschränkende Bedingung, einen Kreis 
mit gegebenem Halbmesser zu beschreiben, dahin erweitert, 
dass der Halbmesser des gesuchten Kreises kein Datum ausmacht, 
sondern unbestimmt bleibt. 

Die sich so darbietende Aufgabe lässt sich folgendermassen 
aussprechen : 

„PTenn von Puncten^ Geraden und Kreisen in einer Ebene 
je drei Dinge gegeben sind, so dass ein Punct jedesmal in einer 
Geraden y oder im Umfange eines Kreises liegen soU: einen Kreis 
zu construiren^ welcher die gegebenen Dinge berührt/' 

Man wird sich bald überzeugen, dass hier wieder ebenM 
viele verschiedene Fälle auftreten, als bei dem vorigen Probleme; 
denn bezeichnet man, wie oben, den Punct mit p, die Gerade mit 
g und den Kreis mit ür; so hat man, den Punct in der Geraden 
(PS) und den Punct im Kreisumfange (PK) als eine Reihe von 
zwei Elementen, mit P, G und IT, d.i. eine Reihe von drei Ele- 
menten zu combiniren und also eine eigentlidie Variation, welche 
sich folgendermassen gestaltet: 
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p, e, K. 

FG. PK. 

P,PG; G.PG; K,PG. 

P, PK; «, PK; K, PK 

Diese sechs Variationsformen enthalten nun folgende Auf- 
gaben: Es kann namentlich gegeben sein: 
I. ein PuBCt und eine Gerade mit einem Puncte in ihr P, PG ; 
n. ein Punct und ein Kreis mit einem Puncte in sei- 
nem Umfange P, PK; 

IIL eine Gerade und eine Gerade mit emem Puncte in ihr G, PG ; 

IV. eine Gerade und ein Kreis mit einem Puncte in 

seinem Umfange • • . Cr, PX*; 

V. ein Kreis und eine Gerade mit einem Puncte in ihr K, PG; 
Yl. ein Kreis und ein zweiter Kreis mit einem Puncte 

in seinem Umfange . K, PK. 

Wir wollen diese Aufgaben, wie zuvor, nach der Reihe be- 
trachten und überlassen dabei die Auflösung der leichteren Fälle 
dem Nachdenken des jungen Geometers. 

I. Aaffabe. P, PG. 

Es ist em Pm»c^ und ausserdem eine Gerade mit einem 
Punete in ihr gegeben ; man soll einen Kreis beschreiben , welcher 
durch den Punct geht und die Gerade in dem gegebenen Puncte 
berührt. 

Die Auflösung wird man leicht finden. In welchem Falle* 
wird aber diese Aufgabe unmöglich? 

II. Aa^nbe. P, PK 

Es ist ein Punct und ausserdem ein Kreis mit einem Puncte 
in seiner Peripherie gegeben; man soU einen Kreis beschrisiben^ 
welcher durch die Puncte geht und den Kreis berührt. 

Auflösung. 

Ä sei der gegebene Punct, BFG der gegebene Kreis, C sein 
Mittelpunct und B der in seiner Peripherie gegebene (Fig. 16. a und b). 

Man kann nun zwei verschiedene Fälle hinsichtlich der Lage 
des Punctes A unterscheiden. A liegt entweder ausserhalb oder 
innerhalb des gegebenen Kreises. Für beide Lagen gilt folgende 
ConstniGtion : 



1 
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Man verbinde Ä mit B, balbire AB In D und errichte DS 
senkrecht aufiA; dann ist offenbar D£ ein geometrischer Ort für 
jeden Kreis, welcher durch die Puncte A und B geht. Zieht man 
ferner von dem Mittelpuncte C durch den Berührungspunct B die 
uabestiiamte Gerade CJET, so ist wieder CH ein Ort für den ge- 
suchten Kreis. Findet demnadi ein Durehscbnitt beidler Oerter 
statt, etwa in £, so ist der um B mit MB beschriebene Kreis 
ABI der verlangte. 

Denn wird AB gezogen, so iat A BDRca A ADE^ folglich 
BA = £B und, da die Mittelpuncte beider Kceise C^ E mit dem 
Berührungspuncte B in gerader Linie liegen, so muss (Satz 7) der 
,eine Kreis den andern berühren. . 

DiscussioB. Bleibt iür den ersten Fall der Pimct i in 
unveränderter Lage und rückt der Berührungspunct B aut der Pe- 
ripherie des Kreises um C von B über G und F fort, so wird, 
nachdem AB g^pzogen, das durch deren Mitte D gellende. Perpen- 
dikel DB rückwärts zu verlängern sein, um die durch C uod B 
gezogene Gerade zu treffen resp» zu schneiden. .. , 

Die Auflösung der Aufgabe hangt also von dem Durchschnitte 
der Linien DE und CB ab; aber nicht in allen Fällen findet- ein 
solcher statt. Um für diesen Fall die Puncte zu finden, welche 
die Aufgabe unmöglich machen, ziehe man (Fig. 17) von A an d«n 
geg^enen Kreis die beiden Tangenten AB und AB\ welche (Satz b) 
einander gleich sind. Weil nun ABC und AB'C rechte Winkel 
. sind* (Satz 4), so ist DEH CB, sowie D*E'^CB' und es sind also 
die Berührungspuncte B, B* diejenigen, welche keilte Aufltomg 
gestatten. 

Zieht mau von A durch den Mittelpunct C eine Gerade AB'\ 
so werden die Endpuncte des Durchmessers B", B"* diejenigen sein, 
für welche die gesuchten Kreise das Minimum und Maximum 
darstellen. 

Demnach ist also die Aufgabe immer auflösbar, so lange der 
Winkel ABC kern rechter ist. 

Im zweiten Falle, wo der Punct i innerhalb des gegebenen 
Kreises liegt, ist die Auflösung immer mqglich, der Punct B mag 
im Umkreise hegen, wo er will. 

Sollte endlich der Puoct A\auch in der Peripherie d«s. Krei- 
ses hegen, so ist die Auflösung der Aufgabe offenbar |ivif:.490P 
mögUch , wenn entweder A und B Endpuncte emes JDlarcbBiiesßeis 
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sind, oder beide in einen Punct zusammen . fallen ; alsdann aber 
lösen unendlich viele Kreise die Aufgabe. 

III. Autgmbe. fi, P6. 

Es sind zwei Gerade der Lage nach gegeben und in einer 
von ihnen ein Punct; man soll einen Kreis beschreiben, wekker 
beide berührt, die eine in dem geg^enen Puncte, 

Die Auflösung und Determination wird dem Leser überlassen. 

IF. Aafgalie. G, PK. 

Es ist eine Gerade und ein Kreis gegeben nebst einem Puncie 
in der Peripherie desselben; man soll einen Kreis beschreiben, 
welcher sowohl die Gerade, als auch den Kreis in dem gegebnen 
Puncte berührt. 

Auflösung 1. (Fig. 18.) 

BHI sei der. gegebene Kreis, C sein Mittelpunct und B der 
BerAbruugspunct in der Peripherie; PQ sei die gegebene Gerade. 
Man verlängere den Radius CB unbestimmt nach M, nehme in 
dieser Linie willkürlich einen Punct D und falle auf PQ das Per- 
pendikel DE. Darauf mache man DE ^ DG = DG\ ziehe EG^ 
EG' und führe ÄfHßfi, sowie ÄF'tt Äff'; zieht man nunfiffÄD 
und PA'WED^ so sind A und A' die Miltelpuncte zweier Kreise, 
welche resp. mit den Halbmessern AF und A'F beschrieben, der 
Aufgabe Genüge leisten. 

Beweis. DaDiBüif und GEW BF, so ist AABF^ 
ADGE, folglich hat man: 

DEiDG == AfiAB. 
Weil nun DE = DG (e.c), so ist auch AF = AB, Mithin muss 
der um A mit AF beschriebene Kreis sowohl die Gerade PQ in 
jP, als auch den gegebenen Kreis in B berühren (Satz 7). 

Ebenso ist A DE& ^ A A'PB , daher 

DEiDff ^ A*P:A% 
folglich, weil DE^D&ie. c), so ist auch i'F= A'B. Es touss 
demnach auch der um A' mit dem Halbmesser A*B beschriebene 
Kreis dieselben Bedingungen erflillen und, während jener Kreis um 
A den gegebenen um C ausschliessend berührt, wird dieser 
denselben einschli essend berühren. Ob die Gerade PQ den 
Kreis schneidet oder berührt, ist offenbar ganz gleichgültig. 



— 16 — 

Auflösung 2. (Fig. 100 

Es sei wieder BHI der gegebene Kreis, B der Punct im 
Umfange und PQ die Gerade. Man ziehe den Radius CB und 
durch B die Tangente BS, welche Terlängert die PQ in S treffe. 
Darauf halbire man den Winkel QSB durch SA und verlängere 
CB bis zum Durchschnitte mit SA in A. Beschreibt man nun mit 
dem Halbmesser AB um A einen Kreis, so leistet dieser das 
Verlangte. 

Halbirt man ebenso den Nebenwinkel PSB durch die Gerade 
SA^ und verlängert den Halbmesser BC bis zum Durchschnitte A' 
mit der Halbirungslinie, so ist A* der Mittelpunct und A'B der 
Radius eines zweiten Kreises, welcher die Bedingungen der Auf- 
gabe erfüllt. 

Beweis. Man falle die Perpendikel ^liV und A'N'. Da nun 
A ABS s^ A ASN, so ist AB^AN, mithin berührt der mit AB 
um A beschriebene Kreis den gegebenen in B und die Gerade PQ 
in iV, Dasselbe gilt offenbar auch von dem zweiten um A' be- 
schriebenen Kreise, da A'B = A'N^ ist. 

Auflösung 3. (Fig. 20.) 

Durch den Mittelpunct C des gegebenen Kreises BHI ziehe 
man HD senkrecht auf PQ, wobei //, / die Endpuncte des Durch- 
messers HI sind. Von diesen ziehe man durch den Berührungs- 
punct B die Geraden HBF und BIF bis 'zum Durchschnitte /*, P 
in PQ. Durch F und F errichte man auf PQ die Perpendikel 
FA, PA\ bis sie von der beiderseits verlängerten BC in A und 
A* durchschnitten werden; dann sind A und i' die Mitte]puncte 
zweier Kreise, welche die Aufgabe auflösen. 

Beweis. Da HDhAF, so ist jLF=H und äHBC^ 

A ABF, folglich : 

CB : CH = AB : AF. 

Da nun CB ^ÜHj so ist auch AB = AF] es berührt also der 
Kreis um i die PQ in F und den Kreis um C in B ausschlies- 
send. Ebenso ist für den zweiten Kreis, um A', klar, dass A BCI 
^AÄi'f, also BC:CI = BA*:A'F, folglich, weü BC^CI, 
muss auch A'B = A'F sein. Dieser Kreis berührt also den gege- 
benen Kreis in B einschliessend und die Gerade PQ in F. 
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Auflösung 4. (Ptg.21.) 

PQ sei die gegebene Gerade, C der Kreis und B der gege- 
bene Punct in seiner Peripherie. Man ziehe den Radius AB, und 
verlängere ihn nach beiden Seiten unbestimmt. Vom Centro C 
Me man auf PQ ein Perpendikel AD und beschreibe um C mit 
CD einen Kreis, welcher jene Gerade in den Puneten E und G 
schneide. Diese Puncte verbinde man mit D und ziehe BF^ ED\ 
sowie BF'WDG-, so sind f und f die Berührungspuncte. Mit- 
hin geben die in F und F* auf PQ errichteten Perpendikel FA, 
F'A' in den Durchschnittspuncten A und A* mit der Geraden EG 
die Mittelpuncte der gesuchten Kreise. 

Beweis. Da offenbar ABFAc^ AEDC, so ist FA:BA=^ 
CDtCE, also, weil CD == CE(e. c), so ist FA = Bi. Demnach 
berührt der um A mit AF beschriebene Kreis sowohl die PQ in 
F, als auch den Kreis C in B. 

Ebenso ist A CDG «« A i'F'J?, daher 

F'A'iA'B = DCiCG, 
folglich, weil jDC= CG(e.c.), so ist auch F'A' =c i'JB u.s.w. 

Auflösung 5. (Fig. 22.) 

Diese ergiebt sich aus folgender Analysis. PQ sei die ge- 
gebene Gerade f BDB der gegebene Kreis, welcher in B berührt 
werden soll und C sejn Mjttelpunct. Nun seien FBG, BF'H die 
gesuchten Kreise, welche die PQ in F und F' berühren. Zieht 
man. durch dieser Kreise Mittelpuncte A, A* die Centrale AA\ so 
geht diese durch den Berührungspunct B (Satz 6). Denkt man 
sich nun auf AC in B ein Perpendikel BS errichtet, so ist dieses 
für beide Kreise eine gemeinschaftliche Tangente; wird dieselbe 
bis zum Durchschnitte S mit PQ Verlängert, so muss (nach Sat2 d) 
SF=^SB für den Kreis um A und 5fi = 5F' für den Kreis um 
A' sein. Hieraus ergiebt sich folgende einfache Construction : 

Man errichte auf dem Halbmesser CB in B ein Perpendikel 
BS, welches PQ in 8 treffe und mache SF^SB==SF\ so sind 
F und F' die Aerührangspuncte in PQ, Errichtet man endlich in 
F undF' die Perpendikel FA, F*A' und verlängert BC beiderseits 
bis^ zum Durchschnitt mit jenen in A und A\ so erhält man die 
Mitlelpunete der gesuchten Kreise. 

Disctissian. 1) I^t die durch den Halbmesser CB be- 
stimmte Gerade der PQ parallel und schneidet oder berührt die 

Berkhan, Problm dn Pmm. 2 
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gegebene Gerade PQ dfin Krpis niolii, m bleibt in allen vier Auf- 
lOsui^geD die Construclion unverändert. 

ä) Ist wieder CBH PQ, schneidet aber die Gera^ß FQ fi^l\ 
j;egeben^ Kreis, so gelten auph für diesen Fall die AuflösuJ^f^i, 

Unmöglich wird aber die Aufgabe, sobüld PQ durch 4eii 
Mittelpunct (7, also auch durch den Punct B geht, ixjid^w^ hier ^<^V 
Halbmesser des gesuchten Kreises t^ i^ird. 

Berührt endlich PQ dep Kreis, ßo giebt W mur einen ^ii^äg^ii 
Kreis, welcher die Aufgabe löat. 

3) Hat der Punct B im Umkreise eine &olcbe ^age, d^ßs di^ 
durch ihn und den Mittelpunct C gehende Gerade s^uk^ecbi gegcj^ 
PQ gerichtet ist, SrO ist jedesfl^al ein KreJ« möglich^ w^lct^er der 
Aufg3ibe Geuüge leistet, die Gerade PO mag den gegebene^ Krw 
schneiden oder nicht; auch giebt jede dor vorigen A\iÜ^nffm dÄf 
gesuchten Mittelpuncte. 

Anmerkung. Der Anfänger wir4 wd(U tbuq, Bjgb fiv alie; 4ie^ besonderen 
Fälle die Figur zu entwerfen und daran die Cpi^siruction zu wiederholen. 

V. Aufgabe. K, PG. 

Es ist ein Krfis, ßine Gera^i und ein Punct in derselben 
g^eb^n; man ^oll ^imn Kreiß bekehr ßibm, f^elaker den ^tgebenen 
l^rm ¥nijl^ Ai^ Gerßds in dem g^ge^en^ Puncte berührt. 

Auflösung 1. .(Fig. 23.) 

Sei JDGP' der gegebene Kreis, C dessen Mittelpunkt, PQ di« 
Gerade ui^d A der gegebene Punct in ihr. In A errichte nun auf 
PQ d^s Peppendikfl 4F m^ verläqgere d^sejbe auf der enisegen- 
gesetzten Seite nach B, Mm niache AB ^ AB' = dem Halbmesf er 
CD des. g^ebenen Kreiscis« «iebe CBf CB' und vaUeade diQ gleich-»- 
S(:henkligen Dreiecke CBF, CB'F\ sq sind 1'' und F die Mitttl-r 
puncte xxwAFA, F'i die Halbmesser zweier Kreise, welche der Auf- 
gabe Ge^iüge l^isite^. 

Beweis. Man ^iehe CF und F'O'. Da nun CF m BF und 
CD 7f^ 4Si ^ ißt aupb FA ^ FD; mithin berObrt der um f mk 
FA, bß^cbrieben^ Kreis sowohl die Gerade PQ i» A^ als auch den 
Kreis iu D ausschlies^eiid. Da ferner Ä'F =» CF' (e, c.) und B*A 
=z CD\ so ist auch F'B'+B'A^F*C+CD' i.LF'A^F'D\ mitr 
hin berührt der um F' mit F'A beschrieb^e Kreis die Giecade in 
4 uqd de» Kr^ eip^chliessqnd iq D'. 
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.. Auflösung?.. (Fig. «4.) 
BD6 sei der gcgd>ene Kreis, C sein Mitto^unct und Ä der 
n PQ gegebene Panct. Durch C zieitö man BCQM auf PQ senk* 
recht, Terbinde B mit Ä, wodurch der Diurch^chnittepiiiict D in der 
Peripherie des gegebenen Kreises entsteht. In A erticbte man di^ 
AI sepkreoht auf PQ und ziehe durch C und D eine Gerade bh 
anm' Durckschnitte P mit i/, so ist F der Mitteipunct und FA » 
FB der Halbmesser des gesuchten Kreises, welcher den geg^enen 
aK8Schlie68«[id berührt. Zieht man ferner durch A und € eine 
<}cpade iJf, weiche den Kreis in H schneidet und zieht dann durdi 
jr und C die Gerade 'BCF* bis sum Durchschnitte P mit der 
-senkrecbtoi AI, so erhält, man in F* den Mitteipunct eines zweiten 
Kreises Tom Halbmesser F'A 2= F*H, welcher den gegebenen Kreis 
Unschfiesslich berührt, sowie die Gera^ PQ in i. 

Beweis. Offenbar ist hier wieder ABCD^ADFA (wie 
in Auflösung 3 d^ rorigen Aufgabe), folglich CBiCD s$ AF.FD, 
also weil CB = CD, auch iFsr FD. Ferner ist nach dei^ Con^ 
struction ACffJI««AiriF, daher 

CHiCG = CF':FÄ\ 
weil taun CRxsxiCG, so ist auch SF* = F'A u. s. w. 

Discusftion. Berührt die Gerade F(^ den gegebenen Kreis, 
80 ist nur ein Kreis möglich, welche die Aufgabe löst. — Dagegen 
ssad unendiich viele Kreise auf beiden Seiten von PQ möglich, 
wiemi der Punct ^ in PQ mit dem B^ührungspuncte des Kreises 
ausammenfallt. — Wird der gegebene Kreis von der Geraden ge^ 
scfmitten, so giebt es wieder zwei Auflösungskreise, wdiche auf 
eutgegengesetslen Seiten von PQ liegen. 

Aufgabe VI. JST, PK. 

JBs sind ««0#t Kr4t8$ gegeben nni in der Peripherie des einen 
•m Pimct; num 90U einen Kreis besekreihen, welcher beide he- 
9ühn^ den ek^en in dem gegebenen Punde. 

Auflösung 1. (Fig.2ö.) 

Diese entspringt aus folgender AsalysiA. L C und A oeien 
•di0 Mitte^unote der gegebenen Kreise, C0, AB deren Halbneästr; 
jeufir HrelS' sei der grössere und B der gegebene Punct in seiutr 
PiWiph^iil. Os sei zmmh%i der Kreis B£Hj welcher die gegebo- 
neu ausschliesslich berührt, der gesuchte und F sein liittelpiilMt 

2* 
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Der verlängerte Halbmesser CB ist der geometrische Ort für den 

Mittelptinct des gesuchten Kreises, da dieser mit dem Berfihrungs- 

puncte und C ha gerader Liäie liegen muss (SatüS). Denkt mM 

sich ferner die Centrale AF gezogen, so geht dieselbe durch doH 

Berübrungspuncl E der Kreise um i und F, Wär^ die gegeben 

nen Kreise gleich, also BC =z EA, so wurde das AiC/* glei<dlb- 

scbenkhg« also FA == FC sem; da aber CB>AE, so wüi*de, wenn 

fß9iSiBD^EA nähme und AD zöge, AADF auch gleichscfatokli^ 

sein , folglich das durch die Mitte G der Verbindungslinie AD auf 

ihr errichtete Perpendikel die Gerade CI in dism gesuchten Puncte 

f . durchscbneiden , indem nun FB^FB Radien des gel^uchtto 

Kreises sind. Nimmt nian femer an , ein zweiter Kreis BE'L be^ 

rühre den grosseren einschliessend ia£, den anderen ansschlies«- 

send in E\ so folgert man leicht, wie vorhin, dass &tr BD* ±x AE 

das A AD*F' gleicbschenklig sein muss und der Mittelpunct F' 

^icb.ajf Spitze desselben durch die Senkrechte fifT'. auf der Mitte 

von:A2>' herausstellt. . . 

« 
Dies führt zu folgender Construction : 

„Man ziehe den Radius CB und verlängert ihn nach I und 
L Auf FC nehme man BD ^ BD*, xiehe ADj AD\ halbire jene 
in 6, diese in G' und errichte die Perpendikel GFyG*F*^ wiche 
so weit zu verlängern sind, bis sie die CI in F und F* schneiden; 
dann ist der um F mit FB beschrid>ene Kreis BEH derjenige, 
welcher die gegebenen von aussen berührt und der um P mit 
FB^ FE* besd^riebene Kreis ein zweiter, wdbher den einen ge- 
gebenen in B von innen, den andern in Et von amsen berührt*^ 

Der Beweis lässt sich leicht hieraus entnehmen. 

II. Ist Fig, 26 C der kleinere, A der grossere Kreis und 
liegt der gegebene Berührungspunct B in der Peripherie des klei- 
neren Kreises C, so trage man auf die durch C und B gezogene 
Gerade den Halbmesser des grösseren Kreises AE von B nach D 
und D\ dass also BD = BD' == AB, ziehe AD, AD\ halbire jene 
int £ , : diese in G' und errichte die Perpendikel 6F, G'F auf AD 
uud AV, welche die Gerade LI inr F und F treffen. Dann i^ind 
F und F* die Mittelpuncte. Zweier Kreise, welche die Aufgabe lösen 
und man sieht, dass dies^ Fall von dem vorigen nicht wesen^ 
lidi versehieden ist. 
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: ,. . A-ttfUsttiiff 2; :(Fig.27.) 

i Knd A tind C die gegebetien Kreise und B der gegeben«) 
Panct: im Umfange, so ziehe man Dß* H AB und verbinde die Ebd-« 
piinete des DurehnaessersDD' mit B; dann sind die Dnrchsehnttte 
B und B' die beiden BerAhningspuncte, durch wdcfae sich' die 
Mittelpoiicte F, F' der gesucfatten Kreise sogleich ergeben. 

' ß e w e i 8. Da DD' +j FjF', so ist A CD'E' ^ A FBS*, folglich 

lial taan > 

CD':C» = FB:F^\ 

da nun CDf^CW, so/ folgt FE*^FB. Ebenso ist ACDE^ 

i^iUF', folglich iwiedclruai 

CD: CA = äF* : ÄF* u. s. w. 

DisCussion. In Beziehung auf die Auflösung I^ Fig! 25 las- 
sen sich folgeiUlä Pti'ncte hervorheben. 

1) Die Auflösung hängt davon ab, dass die Linien DI und 

ff ^ j ^ , ' ■» ' 

GF sich in irgend einem Puncte F schneiden ; flndet daher dieser. 
Durchschnitt nicht statt, d.h. sii|d D/, CF parallel» so wird die 
Aurgabe oflenbar unmöglich. Die Lage, wielche der I^unct B in 
diesem Falle haben inüsste , lässt sich leicht bestimmen. Man be- 
schreibe' (Flg. 28) ul^er der Centrale CA einen IjEalbkreis CFl und 
trage in denselben eine Sehne CP = der Differenz der Halbmesser 
CB — ÄE, Verlängert man Cr bis ao den Umkreis nach B,, so 
bestimmt sich dieser Punct B, als derjenige, welcher die Aufgabe 
unmöglich macht; denn zieht man AP und durch deren Mitte G 
das Perpendikel GF auf AP^ so können CB, und GF sich nicht 
schneiden , weil ^ CPA = jl , also auch dessen Nebenwinkel GPB, 
= Ä, folglich PÄ,ttCF ist. 

2) Im IJmkiieise y^nr Cgiebt^s abtr noch einen zweiten 
Punct B„ , welcher nichj.. aU, B^ruhrupgsjpHnct gegeben sein darf. 
Man findet ihn, wie vorhin, wenn man über AC den Halbkreis 
CP4 beschreibt, die S,^bj|fi CP, —XB—AE macht uqfl GP, bis 
^ d^n.Uipkreis nach J^/ verlängert, wo nun £,, ai^si, 4po^elbe^ 
Grun;)en der P^99t i§t, welpb^r die Au%ab^ um^öglich ifQ^cht. , 

3) Auf dieselbe . Weise bentimut maa die beiden Utamögiieh** 
keitspuncte im Umfange des lileiaeren Kreise» A (bei der Anflös. ffl. 
Pig- 29), «sobald man nur die Differenz der Halbmesser yoW A aus 
auf den AbftP.iC bes^iriebenea Kreis nach entgegengesettten^ Ridik* 
tii^n ais jBalme trägt . 



4) Bisher sind die gegebetien Kreise als aus einander liegend 
betrachtet. Nehmen wir nun an, die Kreise liegen in einander 
und B sei der im Umfange des grösseren C gegebene Punot (Fig. 29). 
Zieht man BC, so li^t in dieser Linie der Hittelpunct des gesuetn 
teH Kreises; man verlängere CB nach A mache BD ts dem Rd:« 
dius AE des inneren Kreises Jl, ziehe AD und erriehte in derell 
Mitte G das Perpendikel GF. Ist F der Durchschnitt mit €D, so 
nrass der um F mit FB beschriebene Kreis die gegebenen in ß 
und E berühren. * 

* Um den zweiten Kreis zu erhalten, welcher die Atiljgabe löst« 
nehme man auf BC die BD* = BD, ziehe AD* und errichte durch 
deren Mitte ff' das Perpendikel G^F*^ welches ih dem Durchschnitts- 
puncte F' mit CB den Mittelpunct dieses zweiten Kreises giebt, 
welcher mit dem Halbmesser F*B beschrieben^ offenbar beide ge- 
gebenen Kreise berühren muss. 

Man sieht leicht, dass diese Auflösung ganz der obigeii ana- 
log ist. 

Wenn der Berührungspunct B im Umfange des kleineren 
kreises gegeben ist, so ändert sich die Auflösung nicht wesentlich. 

5) Berühren sich die gegebenen Kreise von aussen oder in- 
nen, oder schneiden sich dieselben; so wird man auch, auf diese 
Fälle die obige allgemeine Auflösung ausdehnen können,, dereif 
weitere Determination dem Leser überlassen bleibe. 
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Einige liehrsätae flbei* Hti^li^ 

Berfihrnngeii. 

I. Satz. Zieht ikan von dm ISndpuntten tintii Ihfchk^&i 
in einem Kr&ise, wekher einen fsweiMi v&n ims^en htrShrt: durth 
den BeHthrungspuntt zwei Gerade, die in d&r PMpherie'dti 4H- 
(Urti «ndek; io ist die^ Verkindungdinie die»er ^m6te auch ein 
Iki^rohmisBet dei ssweiten Kreises. (Fig. 80.) 

' Beweis. £ sd der Berohrungsponot und i0 ein Dureh^ 
ftfesser d^s Kreises mn C\ nun seien ABD ubd ' BEP ge^geti; 
dann muss DF ein Durchmesser sein. Dem da iiJW einBlÄM 
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krds, so ist der Pöripheriewinkel ÄEB ein rechter, a!so auch der 
ihm gUkhe DBF. Folglich ist DP ebenfalls ein Durchmesser. 

Dasselbe gilt aucl^, tvenn sich die beiden Kreise von innen 
berühren. 

Z 09 alt. Dieser Sflfiz liest sieb auch so aussprechen! 

Die Endpunkte päraEekr Durehmesser in ztoei gkk b^rüh^ 
rw^iäen Krkism liegen kiii dem Berükrun^puncie in ^ader ümA* 

iL täatr. Bie DuMiaehniUspuncte der Perpendikel in den 
Eekpuncten eines Dreiecks auf die Halbirungslinien dar Winkd 
gAm die Mfüid^nete der drei äuseertt Kreise f welche die drei 
PirUngertm Seäen des DtiMks berühren. (Fig. 31.)^ 

Bdt^eis. Im Dr^ieek ÄB€ halbire ÄD den i^A, BB ißn 
jLB und CF de» Z.C. Auf AD sei 61, auf CF sei GH und auf 
üü? sei HI p#rpeiiäeiikr. Nun ist a+b + x^y ^ 2R und 

b+x a? R, folglich 
ducii a+tf ^ A. 
Es ist also X— y = oder a? = y. 

Demnach balbirt AG den Nebenwinkel CAK. Ebenso folgt, 
dass CG den iL ACL halbirt und also der Durchschnitt dieser bei- 
den Halbirungslinien in G den Mittelpunct des äusseren Kreises 
giebt, welcher die drei Linien ACy AK und CL d.i. die Verlän- 
gerungen der Seiten AB^ BC berührt. Dieselbe gilt von den übri- 
geo Ecken B und (7. 

Anmerkung. Man sieht hieraus, dass auch die Converse dieses SaUes gültig sei. 

III. Satz. Wenn der Durchmesser des kleineren von zwei 
Kreisen y 4^e sich von innen berühren, gleich dem *Hatbmesser des 
grösseren ist, so hatbirt 1) die Peripherie des kleineren jede Sehne 
des grösser en, die vom Berührungspüncte dusgeht; auch ist 2) der 
Endpunct Jedes Halbmessers im grösseren Kreise vom Durch- 
schriittspuncte desselben mit der Peripherie des kleineren und der 
gemeinschaftlichen Tangente gleich weit entfernt (Fig. 32.) 

Beweis. 1) Di« Kreise A »nd C n)A(eii sich in B beruh- 
fm. Nmi sd aus B eine beKebige Setiive BF im grösseren Kreise 
(7 getodgc^n, welche die PtBripherie des ktekieren in B schneidet; 
zieht man CB, CF, se ht €EB ein Winkel im Halbkreise, also 
*»Ä, und weil CB ^ CF, CE^ ÖE, so folgt, dass ABCB& A CEF 
iltid fhiMn BB ttt^ BF sein muss. 

2> Zieht ma» beNd^ig einen Halbnyesser €Fr wekher die Pe- 
iiphi^ti^ dM kl^iiiiern Kreises k siAvneidet uttd kgt an J die 
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Tangente BD, so muss das Perpendikel FD auf BD dem Abstände 
FG gleich sein. Denn man ziehe BG , so ist y 3= «^ und » da so- 
wohl CB als FD senkrecht auf BD, auch ^ = 07, folglich » == x., 
Hieraus folgt ABGF^ ABFD; daher ist FG = f7>. 

IV. Satz. Wird ein Kreis vom Durchmesser ÄE txm einem 
zweiten um B im Punete A von innen berührt und eine Sehne AJ) 
des grösseren aus dem Berührungspuncte A von dem BerÜhrungs-: 
kreise in F haibirt, so geht dieser durch den Mittelpunet des an- 
de)m. (Fig. 33.) 

Beweis. Es seiilCder Durchmesser desBerüfaningskreise». 
Zieht man CF, so ist der Winkel CFA ein Peripheriewinkel ' im 
Halbkreise, also ein rechter; folglich steht FC senkrecht auf der 
Sehne AD in deren Mitte F und muss deshalb durch den Mittel 
punct C des grösseren Kreises vom Durchmesser AB gehen, in 
welchem der Mittelpunet liegt, mithin, da beide Linien AB und FC 
nur einen Punct C gemein haben, so ist C nothwendig Mittelpunet 
des grösseren Kreises. 

V. Satz. Wenn man aus den Mittelpuncten zweier sich von 
aussen berührender Kreise nach entgegengesetzten Richtungen pa- 
rallele Halbmesser zieht, so geht die Verbindungslinie ihrer End- 
punete iurch den Berührungspunct. (Fig. 34.) 

Beweis. Sind A und C die Mittelpuncte der beiden sich 
berührenden Kreise und ist E der Berührungspunct, so ist AEC 
eine gerade Linie (Eukl.HI. S. 12). Nun ziehe man beViebig AB H CD 
und BE, ED, ao muss ED mit BE in gerader Linie liegen. Denn 
da ABHCD und die AC sie schneidet, so ist 4--^ = ^9 folglich 
weil AB = AE, auch = ti. Ebenso ist A ECD gleichschenklig, 
als X = y. Hieraus folgt leicht, dass x== u sei. Demnach muss 
(Eukl. L S. 15, Converse) BE mit ED in einer geraden Linie lie- 
gen, wobei X und u Scheitelwinkel bilden. 

VI; Satz« Zifht man durch, den BertUtrungspunct zweier 
sieh von aussen oder, von innen berüMrender Kreise eine gerade 
Linie, wdche.in beiden Umkreisen endigt, $q sind die beiden R(h 
dien von den Durehsehnitt^neten f^raäeL (Fig. 3äv)^ 

Beweis. A und (7 seien die Centra der beiden in £ sieb 
berührenden Kreise ; die Centrale AC geht dann durch den Berühr 
ruDgspunct B. Nun sei willkürlich die DB durch B gesogen , so 
fsbSk man durch die Hj^bmesler AD^ CE gleiebschenklige Dreiecke 
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iPJ}, BCK Da bier zwei gerade^ Linien PE, 4C sidfi sdw^den« 
30 sind die Scheitelwinkel bei B gleich , woraus hervoigebt » dass 
den gleichen Basiswinkeln auch gleiche Wipkel an den Spiteejd i, C 
DBtspreohen, Demnach müssen AD und CE ff sein. 

Dasselbe gilt von ^wei sich innerhalb ber übrepfi^n Kreisen. , 

VII. Satz. Wenn man du)^ch den BerMrukgspunä xvoeiei^ 
ßeiHthrunffskrBise »wei Gerade zieht, die beide Umkreise noch ein^ 
mtd 9chneidemi $o bilden die Y^rbindimj/^linien^ jedee Faares in 
demselben Kreise entstandener Burchsdinit^punete forattele Lititimi 
(Fig. 36.) 

' fi'eweis. Di«&«ise j4£B, 90F mögen sich in 1^ beführen; 
man liube ü^ Geraden AD, SP durch B gezogen und derisn End*< 
punde A\ ^, sowie '^, 1* verbunden. 

Man aiehe nmi durch B eine beiden Kreisen gemeinsdiaft* 
liehe Tangente if 2V ; so ist (Eukl. 10. S. 32) jL.x^z und JLy =^n. 
l>a aber die Scheitelwkikel o; und y gleich sind^ so mässen auch 
z und u gleich sein. Demnach werden di^- Linien AB und DF 
von der EF so gesdmitten, dass sie die Wecbselwinkei z und u 
gleioh macht, weshalb (Eukl. I. S. 27) AE^DF. 

P^sselbe gilt auch . von zwei ,(Lreisen , welche sich vo% innen 
lieruhren. 

VIII. Satz. Babm z^ei Kreise BEL und OHL «meM Aeiicf 
L sfemein ^nd k^wnm dur€k diesen zwei Secanten BH, EQJn bei-^ 
den Kreisen so geflogen werden^ da$s die Yerbindunffsseknen BE, 
OB parallel sind, so berikhnm Hch A'eM Kteise in dm ffem^nv 
schaftlichen Puncte L (Fig. 37.) ; . 

.* : Bewe'is.i An den Kreis jB££ iege man ta £ eine < Tangente 
ZT; so ist JLBLT^E (EukU lU. & 92). An den Krei^ OLH \e%6 
man ebenfalU eine. langete iiS, so ist jLSLH tsz 0. Da xtm 
l-O = L.E, so muss auch Z-Ä£r=.5iff sein. Es ist ^h&tBtR 
eine gerade Linie , folglich mu§s TLS auch eine Gerade sein , d. h. 
die Linie ST ist eine beiden Kreisen gemeinschaftliche Tängepte 
für denselben Punct L, welche sich daher in dem einzigen I^uncte 
t berühren müssen. * 

Nimmt man den einen Kreis innerhalb des grösseren an, so 
gelten djiejselben Schlüsse. 

' i «I^. Satz. Wenn man durch ditEndfuncie der BarulMi 
Sßii^ eines Iragepfi^ ut^ ^rfA.,4^ j^f A«cAi|«r«tpt<^-^^r Pi<^^ 
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gönalm, oder der heidm convergirendett Seiten Kreide legt; sü W- 
tühren sieh diese Kreise entweder in dem ßurchsehnitispuncte der 
diagonalen oder im Convergenzpuncte. (Fig. 98.) , 

Beweis. I. Theil. ABCD sei das Trapez, wo ABHCD 
und E der Durcbsdinitt der Diagonalen AC, BD; ^^^'^h die drei 
Pilnete B, C, B^ sowie durch *A, B^ E seien Kreise Ivesdirieben. 
Da die beiden Kreise einen Punct E gemein haben ^ die Sehneti 
DC,.AB fiaralkl sind, und did Secanten iC, BD dorfth dea ^ 
meittädbaftlichea Punot E geben ^ sö folgt «us vorigem .Satx<^, da«s 
beide Kreise in E sich von aussen berühren müssen. 

II. Theil (Fig. $$».) INe eonvergireliden Seitm Aß, BC 
Slogan verlängert in £ zusammentniffcn ; durch die Puncto A (7, Et 
sowie durch A, B, E seien Kreiae gelegl, itelcbe al^d den Punot 
E g<lmeifi. haben. An den Kreis CDE lege man in E die Tangente 
EFf 80 is4 FEC^ £,D, Ferner 1^6 mao an den Kreis ABB in 
jr eine Tangente EG^ so i$t GEB :m JLA^ Da nun *.A. /.D^^i« 
i$o müas äteh GEB^FEB sein; demnach fallen baide Linieki EF^ 
£fir in eine zusammen und beide Kreise haben also in E eine 
gemeinschaftliche Tattgente und berühren sich mithin imPunctef. 

X. Satz. Wmn ein Halbkreis AED eine Kathete AB eines 
rechtwinkligen Dreiecks BAC im Scheitel des rechten Winkels A 
ter4krt und HMjkich die Hypatmmse BC in S, und toenh die he- 
r^rte Kathete AB nach F im sieh setbet petlängert Ufitd, so Hegt 
der Endfunet der Verlängerung F mit dem Berührungspuncte B 
und dem Endpunete des HaUkrMises D mf der oMtfen Kathete iVg 
einer geraden Linie. (Fig. 40.) 

Beweis. Man ziehe AB, so ist AED eiti rechter Winkel. 
Nim ftüid die Tangenten BS, BA glei<^h gr6fes, folglich ist ite A AKFx 
AB=iMF^ BE\ dah^r Z^ABF snkh ein rechter. Demnach liegt 
Fit' mit £0 in gerader Linie. 

* 

XL Satz. Wenn man durch den BerOhrungspunct zweier 
sich berührenden Kreise eine Gerade AB legt und sticht durch de- 
ren Durchschnittspuncte mit den Umkreisen parallele Sehnen, so 
geht die Verbindungslinie der beidpi neuen Durchschnittspuncte 
durch den Berührungspunct. (Fig. 4L) 

Beweis. £ sei der Berührungspunct und ACH BD; dann 
idt £. i =^ JB , fMgfteh , WB rtn die gemcItasfehaMiche Tang^rite FG 
gezogen ^wirtl/ BBF^ CB^. D^mnack M Cl» Mhe gferti«te LW^. 
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IDI. Satz* 'Ziehi num Dn grdsi$rtn t)on zwti Kreiim^ die 
von innen l^rHireil, efn^ S^hne^ weUhe Tangenft «iti kiei- 
neren tst, nnd veriindBt deren Snifwmete und ihren Berühnmger 
punclt mit dem dtt beiden Kteise, ee wird der von den beiden 
erbten Linien gebiUeU WHiM durtk die dritte hülbirt. (Fig. 42.) 

Beweis. Die Kreise AFB und EDB oiAgen sich in B be*« 
röfan^; die Sebne AF beräfare , dea kleineren Kreis in D\ zieht 
mun nun FB, Mf AB, so. ist zu beweisen« dass BD den Winkel 
ABF halbire. Da die Linien BF, BA den kleineren Kfeiz in G luul 
E schneideni so. ist (nach Satz YII.) EG H AF, 'folglich sind, einem 
bekannten Lehrsätze aus der Kreislehre gemäss, die Bogen ED und 
DG gleich. Demnach sind auch die auf diesen Bogen stehenden 
Peripheriewinkel a und b gleich. 

XIII. Satz. Wird im grOs$eren von zwei Kreisen, die sich 
von aussen in C berühren, eine Sehne AB gezogen, wekhe ver- 
längert den kleineren in D berührt^ und man verbindet die End- 
puncte der Sehne mit dem gemeinschaftlichen BeriUirungspuncte C; 
so ist die beide Berührungspuncte verbindende Gerade CD die 
Halbirungslinte des Aussenwinkels BCF» (Fig. 43.) 

Beweis. .Man lege an beide Kreise die gemeinschaftlich«^ 
l^angente C^ und ziehe DF', so ist a == a 

folglich a+jff = «4-6. 
Es ist aber auch in '=ti a+6 ±= y und a+i^ = »; daher ist 

XIV. Satz. Um drei sich einander gleichartig berührende 
Kreisß zu coTißtruiren, deren Mitteipwncte die Eckpnncte eine^ ge^ 
gebenm Dreiecks ABC eindr trage man die Heinere Seite CR m^ 
die grössere CA nach D, den Rest Alf auf die anliegende Seite 
nach E und halbire den Rest ER in F, so ist F der Berührungsn 
funct der um, A und B beschriebenen Kreise. Wird femer BG = 
HP und AF== AB gemacht, si> sind fc und H die andern Beruh'- 
rungspuncte, (Fig. 44.) ^ ,, 

Beweis. Aus B ist mit BF der erste Kreis und aus A mit 
AF, der zweite beschrid^en^ E» iet aleo BF » i^fi und ^ ^ AH; 
Ma ilai daher nur naehzuwaiaeil) 4as& CG^CH feei. Weil ntui 
CB kdier Oa+GB ^ Cß ^ €!H^Bfi und BFtm DB ist, eo folgt 
CG^CB. 
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XV. Sati. SoUm tm» dm Eckm eiiiBs Dreiidc^ ABC, äl9 
Mtttelpuncten j drei sich nngleichartiff berührende JTrm« (d. i. solilhe^ 
wo der eine die beiden anderen eiosehliesst) beschrieien werden^ 
$0 verlängere man die Seiten AB, AC, trage die grössere AB tagf 
die^ kleinere AC nach D, mache den Ueberschass CD=^CE cuf detf 
anliegenden Seite CB und halhire dän Best BE in F^, so ist F der 
Berührimgsptmct der Kreise nanB und € und mät^t man iM^sa 
BFi Sowie CH== CF, s» sind G und H die BerM^-ungipumte des 
Kreises um A. (Fig;j450 i . ': . .. * 

Beweis. Dass die um B und (7 resp. mit den Halbmessern 
BF^ CF beschriebenen Kreise sich in F berühren . müssen , ist 
klar; es ist also nur darzuthun, dass auch AG = AH sei. 

Nun i.«t AB + BF = iZ> + CF— CE, oder 
AB + BG ^ AD + CH—CD 
= i» + jDff, d.i. 
AG ^ AH. 

«Zusatz. Es ist bemerkenswerth, dass bei dieser Berührung 
der grösste, die beiden andern vod innen berührende Kreis aus 
jeder Ecke beschrieben werden kann und dass diese drei Kreise 
von gleicher Grösse sind , da jeder den halben Umfang des Drei- 
ecks zum Halbmesser hat. 

Denn man setze, ÄC=5rfl,,4B =5 «, iC=*6 und BF=Äß 
s=r a>;^ so }^i C,F=: CH^ a{-r!D^ daher AG'==^ c^-a? wd 4^=f* 
6+a — a?, also c + a? = * + « — ^» woraus folgt: 

X =^ s und deshalb AG = — r^ — • 

Trägt man AC auf CB nach /, Bl auf BA nach K Unff halblrt 

AK m I, so ist I d6r Berührungspunct der Kreise um A und B. 

Sei AL^y, also BL^'BM^ c—y, dann ist ;CÄf*B ö+c—y 

und CN==b+y, folglich a + c— y=6+y. Hieraus et^ebt sich 

a+c — \ • . ' „ ^„ V . ' ä+b + e 
y f^y^ — » d^her ist CN :^ CM ^ b+y :^ - .^^ , wi^ 

vorhin u. s. w. ' ' ' 

' XVI. Satz.^ Sind am rffen Ü^ÄrfUHefm «twes Dreiecks drei 
Variier berlthrende Krhse hesckHßiHi so limim4eren BeriOh 
rungspuncte äi Umfcmge des iVi' (toÄ^9retcil)f:^cM5'e«Ärt^en«K Kr^t^ 
ses. (Fig. 460 . > . 



Beweis. Im AAiCmetk B, B, F die BerülMiigdpuDeiis 
oll«r es sei AD ^ AF, BD »s BE und CB ^ CF; so ist m hemet- 
sen, dass dieselben PuDCte ztigteich die Berühfungspinicte des io^ 
nel*n Beruhrungskreises sind. 

Man halbire die Winkel' i und A; ddTchifif, B6, deren Dundi- 
schnitt G sei und ziehe GB, GBy GF; dann ist AADG^AAGF, 
folglich «D ^ 6F and a; =' d;,; fienrner ist ADGB ^ A BGB] daher 
GD = GE und y = y,. BTieraas folgt, dass eD=:GF:= GB und, 
wenn CG gezogen, auch, dass AFGC^ GCE sei. Demnach ist 

z ^ z,j und man hat 
2a?+2y4.25f == 6Ä, oder 

a?+y+Ä = 3Ä. Nimmt man davon 
y+z =« 2Ä, so bleibt 
a? = Ä. 
,, Ebenso fojgt, dass yz=z,= R und es muss daher der um 
,(r mit GF b^chriebene Kreis die Seiten .des Dreiecks ifiC in Z>, 
i^J berühren. . . 

. ^yil. Satz. We^n im Dreieck ABC die ufn B m4 C be- 
>8fh^i^petifn Kreise sicJ^ in F, und der um A mit AD beschriebene 
Kreis jene^ inD, E berührt; so sind D^ -F, E die Berührungspunkte 
des Kreises G, welcher die Seiten, des Dreiecks [AB, AC verlängert) 
von aussen berührt. (Fig. 47.) 

Beweis. »Man halbire die Winkel A und BCE durch AG, 
CG, welche sich in ff Ireifen und ziehe G», GF, GB; dann ist 
hADG €i AAGS (weil AD = AB, AG = AG und ZLa = ß% 
folglich ist 0=14 und GD^GE: ferner isü AEOG^ ACGP 
Iwe» CB^ CF, ÄLm^n und CG = CG; daher ist 6F^ GS 
utiä «' = «,. Hieraus folgt weiter, dass ABFG ^ ABGA (da 
ÜG^ Fff, BO^'BG und BD = BF) und also o :* a,, miöiift 
auch a, hzft^^ r jgt. Es steht demnach DG auf AD, PG auf B€ 
und^ JGKr auf AB senkrecht und ist 6 der Mittelpunct des ätiss«*en 
Öeiiuhi^üngskreisÄä. 

XTHI. Satz. Berühren sith zwei Kreise von innen tttid 
man errichtet auf dem Durchmesser des kleineren Pisrpendikel' bi^ 
zuj" Peripherie 4^ grösseren, so verhauen sufh die aus dem Be- 
rührufigspunpte nach dm Perpendikel^ gezogenen Sehnen, in dem 
einen Kreise, wie die entsprechende^^ in dem andern. (Fig. 48.) 
'^ v B>^w«iSis ulJtB' und ABV^Mi&tL m%u in A sieh ^ berührende 
Kreise; auf dem Durchmesser AC des kleineren seien die Perpeit^ 



äM Pf, 61 errichtet und dj« StUttm AF, AI, AB, AB gdzogen; 
m i»i AFi AI ^ AB: AB. Oeon aaeh ^akl. VI. 6.8. Z«8.«l»t 
man AB:AF=AF:AD, od«r AP = AB . AD. Ebenso fet AP 
= AB.AG, \miAB^='AC.AD, 60yt\» AH^ n:t AC.A6. Es bt- 
fifehea demnacti folgende Proportifonen : 

AP: AP « AB.Af^ 

AP : Am «P AD : AG. Diurnus folgt leicht 

AF.Al m AB: AB. 

t 

XIX. Satz, Wenn dr^i Kreise einander berühren , so tref- 
fen die drei für je zwei Kreise gemeinschaftlich^ Tangenten, ge- 
nugsam verlclngert, it^ einerlei Punct %mqimrnen. (Fig. 49.) 

Beweis. 1. Fäll. Die drei Kreise berühren sich von aus- 
sen gleichartig. 

Sind A, By C drei Kreise, welche sich in D, E, F berühren 
und man verbindet ihre Mittelpuncte , so entsteht das A ABC, in 
dessen Seiten die Berührungspuncte liegen. Errichtet hian ' nun 
auf den Seiten in den Berühnrngspuncten die Perpendikel 2>0, J?0, 
FOy so müssen sich diese in einem und demselben Puncte 
sehneiden, !da dieser offenbar der Mittelpunct des in das Dreiedc 
eingeschriebenen Kreises ist , welcher (nach Satz VIfl.) die Seiten 

des AABC in D, S, F berührt. 

• ••*■'. 

2, Fall (Fig. 50.) Die Kr^i^e i, j9, <7 bierühr^iiHch un- 
gleidiartig in J?, f, F Verbandet -gian die Bf Utelpuncte . dieser 
li^Mse, so entsteht da^J^ABC. ]Xua ;iind vacb ($.17) #e 6^^ 
rü{irung9|>uncte jPv ^v i^ der )Li>eise zugleich diejenigefi,. (p»rfh 
w/Qlcbe ^in äusserer, BQri)du*ungakrQis defi A 4MC geht. Aa j^ivfi 
der Kittejpuni^t soilchfi» Kfejses, wc^cl^ßr die verlängerte ^eite 4^ 
VI J^ l)erührt, nothweiid\g in der auf iJP senjuvchtea DO.liegctp 
XQi^ss und ebenso in den P^rpeoctikjeln MO, F0\ so mu^s g^d«^'- 
ter Mittelpunct in allen drei Linien zugleich beQadliißh sßin^ d*i|* 
4ie gemeii^schaftlicbea Ta^ngenten J90, .i^, FO ^cbitei^w^ich in 
einem uod demselben PuQcte 0. 

XX. s... „,,.«« r..»*, .»„■«.... f...i.c^ 

ist die Summe jeder zwei Qeßenseiten gleich gross, (Fig. §1.) 

Beweis. Der Kreu M berfito« dM^Scdlflo ia S,^, /, F, 
ilanp ist' < . ' . i.. • ••-••'{! 
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AE= AF 

BB = Ba 

Dt = BP 

CT = €G, folglich addirt : 



ÄB+CB=^ AD+BC. 

Anmerkung. Aus 4i<^er Gleichni« folgt auch: 

CD^CB =: AD — AB 
d. h. bei eioem Tangenten-Vierecke ist der Untersckie4 ^iscb^ <f«]Bi 4p6t^^Br 
den Seiten dem Unterschiede zwischea den beiden anderen anliegenden Seiten 
gleich. 

XXI. Satz. Wenn in einem Vierecke die Summe zweier 
^Gtgenseiten ebenso gross ist, als die der beiden anderen, so lässt 
sdck in dasselbe ein Berührungskreis besthreiben. (Fig. 52.) 
Beweis. Es sei im Vierecke ABCD: 

AB+DC = AB+BC. 
Man beschreibe nun einen Kreis M, welcher die Seiten pA, AB, 
BC berührt (indem man die beiden Winkel A und B halbirt u. s. w.). 
Dieser Kreis muss auch die vierte Seite DC berühren ; denn ge- 
setzt DC läge ausserhalb M, so ziehe man von D eine Tangente 
M an M; dann würde nach vorigem Satze 

AB+DH =s AD+BH sein. Es ist 
aber AB^DC = AD-j-BC, folglich ist auch 
DC—DB ^ BC~BH oder 
DC--^DH=CH, 
d.h. in d^m Dreiecke DCH müsste der Unterschied der beiden 
Seiten D€ und l>B der dritten iTff gleich sein, welches unmöglich 
ist. Ebenso kann bewiesen werden, dass der Kreis M die Seite 
DC nicht schneidet; mithin berührt if auch die DC, 

XXII. Satz. Sind aus den vier Eckpuncten eines Taugentenr 
Vierecks vier Kreise besehrieben, v^n denen je^er zwei andere be- 
rührt, so li^i^ die vier Berührungspuncte in der Peripherie eines 
Kreües. (Fig. 03.) 

Beweis. ABCD sei das Tangentenviereck ; F, G, H, J? seien 
4ie' Berührüngspuncte der tim i, fi, C, /> beschriebenen Kreise; 
man zielte EP, FG', OH, HE, so ist zu beweisen, dass EFGH ein 
'^htienviereck sei. Zu diesem Ende errichte man in den Ber{H>- 
nm^pttncten FvMB'au^ AB, CD die Perpendikel FjRf, HI, welche 
süso gemeinBehaftfiche Tangenten der Kreise A und B l sowie C 
undD sind. ^ ^ 
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Nun ist (Eud. DI. S. 32.). 

Z_0..st: -14 .1 

X.» Ig 

folgUch o+u+x+y = ^+*+^+^ = 2Ä 
oder im Viereck EFGH ist 

demnach lässt sich um dasselbe ein Kreis beschreiben. 

XXm. Satz. Wenn sich mehrere Kreise in demseWeu 
Puncte berühren, und man beschreibt aus einem beliebi^ien .Puncte 
der gemeinschaftlichen Tangente einen Kreis, u)elcher jene Kreise 
durchsehneidet; wenn man ferner aus dem Mittelpuncte nach die- 
sen Durchschnitispuncten Radien zieht, %pelche verlängert die Kreise 
abermals schneiden: so liegen diese zweiten Durchschnittsguncte 
aüe in .der Peripherie eines dem vorigen concentrischen Kreise;^. 
(Fig-84.) ■ ^ .. !* . .• .M '• - 

Beweis. Die Kreise P, Q, 5 mpgen;fijct^ in dtm Pupolß 
A berühren« Aus dt^m Puqcie B der .geimein^chafUichen Tangente 
AB sei der Kreis CD£ beschrieben, welcher den Kreis P in C, 
den Q in D und den S in E i^dineide. Die verlängerten Radien 
BCf BD, BE mögen die Kreise zi^n zweiten Male in F, fi, H schnei- 
den, so müssen diese Puncte in der Peripherie eioes Kreises l\fir 
^en, dessen Mittelpunct B ist. . Denn nach EucU III, S. 3^6 ist 

AB\- BF.BC ^ BG.BD ^BH.BB. 
Aus BF.BC ^ BG.BD folgt aber, dass 

BF : BG ■» BD : BC; daher ist BF = BG, , 
weil ÄD i= ÄIC. Da ferner: 

BG.BD = BH.BE, so folgt 
BGiBH = BEiBD; daher ist BG ^ BH. 
Demnach sind die Radien BF, BG, BH alle gleich u.s. w. 

XXIV. S a U. Wird in und um ein. gegAeßMs Driieck ABU 
ein Kreis beschrieben und von einer. Ecke, A /durch de» Mitjtelr 
punct des inneren Kreises eine Gerade, 40 ^^'^ o,n den Umkte^ 
des äusseren, gezogen:, so geht, der mit CD vder.DB um D ier 
schriebene Kreis dfurch die E^pu»cU der Bwi^ Cß >M ^49» MüUtr 
funct des Berührungskreises. (Fig. 55.) .,i 
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Beweis. Mun ziehe BO, CO, DB, DC. Da die Winkel 
A und B doreh AO, BO halbirt werden, so ist o = t und a; ±7 y. 
Nun ist der Bogen BD » DC, also t; ss: tt und da die Peripherie- 
winkel und t; auf demselhen Bogen BD stehen, so ist auch == 
t^ s» u. Ferner ist der Aussenwinkel a = + y oder fss ^ x, 
ilaher a^x^u und mithin DO sz DBs= DC. Demnach geht der 
«m D niiff DA beschriebene Krds durch die drei Puncte B, 0, C 

Zusatz. Hieraus folgt, dass der Bogen BOG der ^^ome* 
trische Ort für die Mittelpuncte aller Kreise sei, welche um die 
Dreiecke beschrieben werden kpnnen, deren eine Seite BC ist und 
deren Scheitel in dem Bogen BAC liegen. 

XXY. Satz, ht in einem Dreieck ABC ein Kreis heschrie- 
len, welcher die Seiten AB, AC in F, G berührt; ist femer B mit 
dem Centro verbunden und CH senkrecht aufBO; so liegen die 
Puncte F, G, H in gerader Linie. (Fig. 56.) 

Beweis. Man beschreibe um ABC einen Kreis, verlängere 
BO nach D, ziehe OF, 06, EG, BF und CD. Kann bewiesen wer- 
den, dass HG mit GF in gerader Linie liegt, oder, dass Z. CGH s 
FGA, 80 ist der 8«itz bewiesen. Nun ist Z. i = D, folglich , wenn 
CO gezogen ist, so ist A CDO ^ A AFG, da DC=DO rSatz XXIV). 
Also ist AFG = AGF^iFOG und ebenso DOC= DCO = AFG 
3c I JOG. Es iässt sich daher um das Viereck COGH ein Kreis 
beschreiben, weshalb COD = CGH. Mithin ist CGH = FGA , also 
S6F eine gerade Linie. 

H Alfs s atz A. Durchschneiden sich drei Transversalen 
eines Dreiecks innerhalb in einem Puncte, so sind die Seiden 
Produete aus den getrennten Abschnitten der Seiten einander gleich. 
(jFig. 57.) 

Beweis. In dem Puncte M des Dreiecks ABC mögen sich 
die drei Geraden AD, BE, CF durchschneiden. Aus A und B ßUe 
man auf die Transversale CF die Perpendikel AP, Bf, so hat man 
A AMC: BMC == AFiBF (,- APiBp), sowie 
ABMCiAMB = CBiAB 
AAMBiAMC = DB: CD, folglich 

m t= AP.BD.CB : BF. CD. AB. 
Daher ist AF.BD. CE = BF.CD.AB. 

Serkhan, Problem dee Papput, 3 
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Hülfssatz B. Wenn innerhalh eines Drei^oki ABC die 
drei Transversalen AG, BD, CF aus den drei Sekpuneien nach 
den Gegenseiten die letztem so theilen^ dass 

AF.BG.CD = BF. CG. AD 
ist, so schneiden sich jene Linien in einem Fun de. (Fig. 58.) 

Beweis. Gesetzt, die Linien schnitten sich, wie es die Fi^- 
gur darstellt, nicht in Einem Puncte, so ziehe man aus C durch 
den Durchschnitt M der beiden Transversalen AG, BD die CMF\ 
welche die Seite AB in F* treffe. Nun ist 

1) AF.BG.CD = BF. CG. AD (ex hyp.) und 

2) AF.BG.CD = BF. CG. AD (ex constr.). 

Aus 1) folgt: jg-^=^. 

^ CG. AD _ AF 

AUS Z). ßQCD "" BF' 

Es müsste also sein: 

AF:AF = BF: BF' 
d. h. das Grössere verhält sich zum Kleinem, wie das Kleinere zum 
Grossem, welches unmöglich ist. 

Anmerkung. Der erste dieser beiden Salze ist der bekannte Lehrsatz von Ber- 
noulli, dessen Umkehning (Halfssatz B.) nur dann allgemein gältig ist, wenn 
ausser der Gleichheit jener Producte noch feststeht, dass entweder 1) alle drei 
Transversalen innere sind, oder 2) dass eine innere und eine äussere Trans- 
versale sich schneiden , und dass die dritte Transversale eine äussere sein muss. 
(Vergl. Dr. Boner^s Berichtigung der Umkehrung von Bemoulli's Satz aber die 
Transversalen am geradlinigten ebenen Dreiecke. Münster 1851.) 

XXVI. Satz. Die von den drei Eckpuncten eines Dreiecks 
nach den Berührungspuncten des inbeschriehenen Kreises gezogenen 
Transversalen scheiden sich in einem und demselben Puncte. (Fig. 59.) 
Beweis. Es seien im tiABC die Berührungspuncte des 
eingeschriebenen Kreises: D, E^ F, und die Geraden BEj CD, AF 
gezogen. Da allemal die Tangenten gleich sind , welche ron dem- 
selben Puncte an den Kreis gehen (s. oben Nr. 5), so ist: 

AD.AE =i 1:1 
BF'.BD = 1:1 

CBiCF - 1:1, folglich: 

AD.BF.CE:AE.BD.CF =z 1:1. 

Daher ist AD .BF .CE - AB. BD. CF, 

mithin schneiden (nach Hülfss. B.) die drei Geraden AF, BE, CD 

sich in einem und demselben Puncte 0. 
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XXTII. Satz. Wenn drei- Kreise in einer Etene liegen und 
man bestimmt zu je zweien den Durchschnittspunet der Centrale 
und gemeinschaftlichen Tangente auf einerlei Seite heider Kreise, 
so liegen diese drei Durchschnittspuncte in einer geraden Linie. 
(Kg. 60.) 

Beweis. Es sei £ der Durchschnitt der Centrale und Tangente 
der Kreise B und C, Fder von Ä und C, Kann nun bewiesen werden, 
dass der Durchschnitt der Centrale und Tangente ?on A und B in die 
Verlängerung von BF fallt /se ist der Satz dargethau; oder, was 
auf eins hinausläuft: wenn vom Durchschnitt D der Centrale von A 
und ff mit der verlangten EF an ff eine Tangente DH gezogen 
und aus dem Centro A ein Perpendikel p auf die verlängerte DH 
gezogen wird, so muss dasselbe gleich dem Halbmesser a des 
Kreises A und also 2>ir gemeinschaftliche Tangente für A und ff sein. 
Man ziehe ff fi ff iF, so ist : 

ECiEB = e:b = CFiBG, 
Da nun c: c = AF: CF, so folgt 

a:5 = AFiBG. Da ferner 
AD: BD = AF'.BG, so ist auch 
avh = AD: BD. 
Es sind aber p und 6 Perpendikel auf DH-^ daher ist 

p:h ^ AD:BD, 
mithin ist p = a. Hieraus ergiebt sich nun leicht die Richtigkeit 
des Satzes. 

Anderer Beweis. Sind Z>, ff, F die drei Durchschnitts- 
puncte der Tangente , so liegen diese mit den Mittelpuncten der 
Kreise, zu denen sie gehören, in gerader Linie. 
Es ist also : AD : DB =1 a:h 

BB:EC = b:c 
CF:AF = c :a, d aher 
AD.BB.CF:DB.EC.AF ^ 1:1; 
folghch liegen die drei Puncte D^ E, F (Lehrsatz des Menelaus 
nebst Converse) in einer geraden Linie. 

Erklärung. Unter dem Aehnlichkeitspuncte zweier beliebig 
liegenden Kreise versteht man einen Punct in der Centrale beider 
Kreise, dessen Abstände von den Mittelpuncten sich wie die Halb- 
messer verhalten. 

XXTin. Satz. 1. Jede aus einem der Aehnlichkeitspuncte (A) 
zweier Kreise ff und C gezogene Secante AI, schneidet von den 



Kr$i8€n dAitItM« S^gtnenie «6, d.h. dt$ dm ähnlkkm Mogin Gl, 
FE enisprtehenim Cmitriwinkd $ind gUiek, uttd die an die End" 
punete der ähidiehen Bogen gezogenen Radien sind paarwHee 
paraUeL 

2. Zieht man aus einem ausserhalb eines der Kreiselte*- 
genden Äehnlichkeitspuncie eine Tangente an den einen Kreis, so 
ist sie auch Tangente an den anderen Kreis. (Fig. &1.) 

Beweis ad 1. Auf AI falle man die Perpendikel BB, CD 
und ziehe die Radien £/, BG, CH^ CF. Da A ein Aehnlicbketts- 
punct der Kreise B und C ist , so hat man : 

AB : AC ^ BI : CH- Nun ist 
jgrig = BB.CD, folgKch 
BI.BE = ca. CD. 
Da nun in den rechtwinkligen Dreiecken BIM^ CSD zw#i SeUen 
proportionirt sind, so sind dieselben (Eukl.YI. S.7) ähnlich. Daraus 
folgt: Z^I = H. Ebenso folgt, dass ABBOso ACDF und jLG 
= F, folglich ist CF^ BG , sowie CH tt Bl. Demnach sind auch 
die Centriwinkel IBG^ HCF gleich, oder» was einerlei, es sind die 
Segmente IG, HF ähnlich. 

Ad 2. Gesetzt, die von A an den Kreis C gezogene Tau- 
gente AS berdhrte verlängert den andern B nkht, sq JlUi man 
aus C und B auf AST die Perpendikel CS, BT Dann ist 

ABiAC = BT: CS (e.e.) 
und AB : AC = BU: CS (e. h.\ folglidh 

BT.BÜ = CS.CS 
d. h» es muss BT s» BU sein. Dieses kann aber nur besteben« 
wenn der Punct T mit ü zusammenfallt, oder ASÜ eine gwl^e 
Linie ist und welche demnach den Kreis B m ü berührt« Wollte 
man annehmen, die AS verlängert schnitte den Kreis £, so würde 
sich derselbe Widerspruch ergeben. 

Anmerkung. Der Beweis für den Fall, wo der AelmUdilMUliBpanct zwischen 
den Kreisen liegt., wird dem Leser überlassen. 

Zusatz. Zieht man von A eine andere beliebige Sec^nte 
Afhgi und verbindet die Durchschnittspuncte F, /*; H,h\ G,g; 
li\ so ist FfWGg, HhWii. 

XXJX. Satz. Berührt ein KrHs zwei emdere Kreise, so Ut^ 

gen die beiden BerÜhrungspunete mit dem äussern oder innern 
AehnliMeitspunete der zwei letztern Kreise in gerader Linie, je 
nachdem die Berührungen gleich * oder ungMehartig iind. (Fig. 02.) 
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Bewdit. Der Kreis JT berühre die ungleichen Kreise B, 
(von denen C der kleinere sei) in F und £, «o ist xu beweisen, 
dass die durch F und B gelegte Genide die verlängerte Centrale 
SC in einem Puncte Ä Irtffe, welcher der Aehnlichkeitspunct der 
Kreise B, C ist. 

Gesetzt nun, die durch F, E gelegte Gerade treffe den Aehn- 
lichkeitspunct A nicht, sondern schneide die Centrale in A\ so 
ziehe man von A durch den Berührungspunct B die Secante ABL 
Zieht man femer MB und MC, so muss nach Satz 5 BG H MC 
sein. Es ist ahm* auch nach vorigem Satze MC H BI\ denmach 
müsste BI H GB sein , welches nidii anders möglich ist , als wenn 
BI und BG zusammenfallen. Es kann daher die Verlängerung von 
FB m krin^n andern Punct ab A it^Ben. 

Derselbe Beweis passt au<^ für den Fall, wo der Kreis M 
die anderen B und C ungleichartig berührt, wozu die folgende 
Figur 63 dient. 

XSX, Satz. Berühren steh drei Kreise B, C^ M von aussm 
in D, S, F und man verlängert eine Centrale z. B. CB bis zum 
Durchschnitte A mit der durch die Berührungspuncte F, B gdegten 
Secante FA, so ist AB: AD = ADiAF. (Fig. 64.) 

Beweis. Durch die Puncte 17, B, F beschreibe man einen 
Kreis , so ist (nach Satz 1 3) dieser der in das A CBM eingeschrie- 
bene Berührungskreis, folglich AD eine Tangente desselben. Es 
ist also (Eukl. DI. S. 36) AD die mittlere Proportionale zwischen 
AB und AF. 

XXXI. Satz. Wmn zwei Kreise sich van ^u$sm birühr^ 
s$ iit: 

1) V0n jeder äfusseren Tangente dfk$ K\Disd^m dm Merikhrung$^ 
puncten, 

2) von der inneren gemßinHhafUiehm TangenH ias zwischen 
ifltfitt Suneren liegendei StiUk 

die mitthre Prop0rti9naU »wische» beiden DurtAmeasern, (Fig^ftS,) 
Beweis. M und iV^ seien zwei in £ sich berührende Kr^ü^e; 

die auAMren Taagentan BA wd,LA mögen sich io A schneiden, 

so geht die Centrale verlängert durch A und halbirt iiß innerei 

gaweiosohiiftliGbe tangente GEl in & 

Um verbinde die BerubffungBpuncte By C mit den Endpuncteu 

der Durchmesser, so ist JLBEC^ A, weil BU^BB^^ HC. D^ 
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ferner EBQ^D^CBF (Satz XXVm.), so ist' AI»*«» AÄÄC 

fiv A GEF\ folglich hat inän : 

BExEB = BCvBC 

EBiBC z=: EC: EF, daher ist 

DE:BC =^ BC'.EF. 



Uebnngrfif - Anf^aben Aber Kreis- 

BerAhrnng^en« 

Nr. 1 . Es sind zwei sich berührende Kreise, der Berfihnttigg- 
punct, und von einem derselben der Mittelpunct gegeben ; man soll 
blos mit dem Lineale den Mittelpunct des andern finden. 

Nr. 2. Es ist ein Kreis der Lage und Crosse nach gegeben, 
ferner die Lage einer durch den Mittelpunct gehenden geraden 
Linie. Man soll einen Kreis beschreiben, der von dieser Linie ein 
gegebenes Stück abschneidet und zugleich den gegebenen Kreis 
berührt. 

Nr. 3. An zwei der Lage und Grösse nach gegebene Kreise 
die möglichen gemeinschaftlichen Tangenten zu ziehen. 

Nr. 4. An einen gegebenen Kreis eine Tangente zu ziehen, 
die mit einer der Lage nach gegebenen Linie einen bestimmten 
Winkel macht. 

Nr. 5. An einen gegebenen Kreis zwei Tangenten zu ziehen, 
welche einen bekannten Winkel einschliessen. 

Nr. 6. Einen Kreis mit gegebenem Halbmesser zu beschrei- 
ben, der eine gegebene Linie berührt und dessen Mittelpunct 

a) in einer Geraden, 

b) in einer Kreislinie liegt. 

Nr. 7. An einen gegebenen Kreis mit gegebenem Halbmesser 
einen Berührungskreis zu beschreiben, dessen Mittelpunct sich in 
einer gegebenen Geraden befindet. 

Nr. 8. In einen gegebenen Viertelkreis einen Berührungs- 
kreis einzuschreiben. 

Nr. 9. In ein gleichseitiges Dreieck drei gleiche sieh gegen- 
seitig berührende Kreise einzuschreiben, von welchen jeder eine 
Seite des Dreiecks berührt. 
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Nr. 10. In einen Kreis drei gleiche Kreise zu beschreiben, 
die sich gegenseitig und den gegebenen Kreis berühren. 

Nr. U. In ein gleichseitiges Dreieck drei gleiche Kreise 
einzuschreiben, die sich einander und zugleich jeder zwei Seiten des 
Dreiecks berühren. 

Nr. 12. In ein gegebenes gleichseitiges Dreieck drei Halb- 
kreise zu beschreiben, welche sich einander berühren und zugleich 
jeder eine anliegende Seite berührt, während die Durchmesser in 
die Seiten fallen. 

Nr. 13. £s ist ein Viereck gegeben, bei welchem die Summe 
jedes Paares you Gegenseiten gleich ist; man soll in dasselbe einen 
Berührungskreis beschreiben. 

Nr. 14. Es ist ein Tangentenyiereck gegeben ; man soll aus 
den Ecken als Hittelpuncten Kreise beschreiben, welche sich je 
zwei berühren. 

Nr. 15. Es sind zwei Kreise ungleicher Grösse gegeben; 
man soll in der Centrale diejenigen Puncte finden, aus welchen an 
beide Kreise gemeinschaftliche Tangenten gezogen werden können. 

Nr. 16. Drei sich berührende Kreise zu beschreiben, deren 
Peripherien durch die Eckpuncte eines gegebenen Dreiecks gehen. 

Nr. 17. Auf den Schenkeln eines Winkels sind zwei Puncte 
in gleichen Entfernungen vom Scheitel gegeben; man soll zwei 
Kreise mit einer vorgeschriebenen Summe der Radien beschreiben, 
welche die Schenkel in diesen Puncten und sich unter einander 
von aussen berühren. 

Nr. 18. Es sind drei gerade Linien £, L\ V* gegeben; 
man soll drei sich gegenseitig berührende Kreise mit den Radien 
r, W, t'' so beschreiben, dass ein Mittelpunct c in £, der zweite 
c' in r, der dritte c" in V föUt. 

Nr. 19. Es ist ein l^ ABC gegeben; man soll in dasselbe 
drei sich gegenseitig berührende Kreise mit den Radien r, r', r" 
so beschreiben, dass der Kreis mit r die Seite a, der Kreis mit 
r' die Seite ( und der Kreis mit r^' die Seite c berührt. 

Nr. 20. Beweise folgenden Lehrsatz: Errichtet man in den 
Endpuncten eines Durchmessers Perpendikel und zieht zwischen 
diesen eine behebige Tangente an den Kreis, so bilden die Ver- 
bindungslinien des Mittelpun'ctes mit den Endpuncten der Tangente 
in jenen Perpendikeln einen rechten Winkel und sind den aus dem 
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BerAhningRpuncte an die Enden des Dnrcbmessers gezogenen Li- 
nien gegenseitig parallel 

Nr. 21. Wie beweist man folgenden Lehrsatz : Sind an zwei 
aus einander liegende Kreise die beiden äasseren Tangenten und 
eine innere gezogen: so ist das zwischen den Bertimingspuncteii 
einer äusseren Tangente liegende Stück ebenso gross als die zwi- 
schen liegende Tangente, wenn sie bis an die äusseren verlängert 
irird. 

Nr. 22. Wie wird folgender Lehrsatz bewiesen: Wenn rier 
Kreise , jeder drei Seiten irgend eines Vierseits ausserhalb oder 
innerhalb berühren : so liegen die Mittelpunote dieser Kt^ise ünmer 
in einerlei Kreisumfange. 



IIa« Fff^blem des ApoUonla» 

lautet: 

Einen Kreis zu beschreiben« welcher 

a) durch drei Puncte geht; 

b) eine gerade Linie berührt und durch zwei Puncte geht; 

c) einen Kreis berührt und durch zwei Puncte geht; 

d) zwei gerade Linien berührt und durch einen Punct geht; 

e) eine gerade Linie und einen Kreis berührt» ausserdem durch 
einen Punct geht; 

f) zwei Kreise berührt und durch einen Punct geht; 

g) drei gerade Linien berührt; 

h) zwei gerade Linien und einen Kreis berührt; 
i) zwei Kreise und eine gerade Linie berührt; 
k) drei Kreise berührt. 
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